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El Ministerio de Educacion Nacional, compro-
metido con el mejoramiento de la calidad de la
educacion y respondiendo de manera efectiva a
las necesidades, tendencias y retos actuales de la
educacion matematica, viene adelantando, desde
el afio 2000, la implementacion del proyecto
Incorporacion de Nuevas Tecnologias al Curri-
culo de Matematicas de la Educacion basica
secundaria y media de Colombia, con el cual se
viene instaurando una nueva cultura informatica
en el pais aprovechando el potencial formativo
que brindan las tecnologias computacionales,
especificamente los sistemas computacionales
graficos y algebraicos.

La columna vertebral del proyecto ha sido la
formacién permanente de los docentes, centrada
en lareflexion sobre su propia practicaen el salon
de clase y en las posibilidades pedagogicas y
didacticas del recurso tecnoldgico. La dindmica
lograda viene impulsando la conformaciéon de
grupos de estudio regionales con profesores
de matematicas de la educacién secundaria y
media, de las universidades y con profesionales
de las Secretarias de Educacion, de manera
que se ha enriquecido la reflexién tedrica y la
experiencia practicay se han creado condiciones
de sostenibilidad a largo plazo.

Las posibilidades que brindan las tecnologias
computacionales (computadores y calculadoras
graficas y algebraicas), como instrumentos
mediadores en el aprendizaje de los alumnos,
en la construccion de conocimientos y en la
comprension de lo que hacen, viene impulsando

PRESENTACION

en el pais una verdadera revolucion educativa,
una oportunidad para acceder a la informacion
y al conocimiento universal y la transformacion
de las escuelas desde las particularidades de las
diferentes regiones que integran el pais.

Hoy tenemos maestros mas creativos y compro-
metidos con su ejercicio profesional, estudiantes
activos e interactivos haciendo matemadtica y
colocando en juego todo su talento en horarios
de clase y extra clase, comunidades educativas
que en ejercicio de su autonomia se han cohe-
sionado en torno a la incorporacion de tecno-
logias, una adecuada articulacion entre los
niveles educativos basico, medio y superior, en
sintesis, una gama de opciones alternativas que
nos permite creer firmemente que la educacion
matematica serd cada dia de mejor calidad.

El documento que entregamos a la comunidad
es el resultado de un proceso de construccion
y reflexidon sobre el pensamiento geométrico
y los aportes de las tecnologias computacio-
nales para potenciar su desarrollo, que se ha
venido adelantando sustentado en el recono-
cimiento sistematico del trabajo de aula con
tecnologia. Constituye una contribucioén al
desarrollo de innovaciones relacionadas con
la ensefianza y aprendizaje de la geometria,
un area fundamental para la formacién del
ser humano, que en algunos casos no recibe
el énfasis y el tratamiento pedagodgico que
amerita en el curriculo.

Los autores
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Con el auge de las tecnologias de la informacion
han surgido nuevas herramientas para el trabajo
tanto en geometria como en su ensefianza que
es importante conocer y utilizar para poner a
tono nuestros métodos pedagdgicos con las
nuevas posibilidades de aproximacidon cogni-
tiva que la sociedad nos brinda. En particular,
los programas de geometria dindmica han revo-
lucionado la manera de hacer matematicas y la
forma de ensefiarlas, proporcionando contextos
de aprendizaje con nuevas y potentes posibili-
dades de representacion.

Estos programas tienen como principio base
el estudio de los componentes fundamentales
de las figuras geométricas, las relaciones entre
éstos y las propiedades que presentan. A partir
de la construccién de figuras geométricas se
permite a los alumnos la exploracion y mani-
pulacion directa y dinamica que conduce a la
elaboracion de conjeturas. Esta experiencia les
sirve para desarrollar las habilidades mentales
que les posibilitaran acceder posteriormente al
estudio formal de la geometria.

Con el acceso a la manipulacion directa, la
ensefianza de la geometria ofrece un interesante
desarrollo hacia una nueva conceptualizacion de
ésta, como el estudio de las propiedades inva-
riantes de las figuras geométricas. Al permitir la
posibilidad de experimentar con una especie de
“materializacion” de los objetos matematicos,
de sus representaciones y de sus relaciones, los
estudiantes pueden vivir un tipo de experimenta-
cion matematica que otros ambientes de apren-
dizaje no proporcionan. Por consiguiente, es

INTRODUCCION

natural esperar que los estudiantes que trabajen
con un programa de geometria dindmica puedan
avanzar en su comprension y conocimiento de
la geometria de una manera distinta a la que
seguirian si utilizan medios tradicionales.

La diferencia sustancial con ambientes de apren-
dizaje tradicionales estriba en la posibilidad de
modificar la construccion realizada originaria-
mente por medio de dos funciones especificas:
“arrastre” y “desplazamiento” de las figuras,
realizadas por medio de una “mano” que atrapa
los puntos libres. Asi, cada figura construida
se convierte en realidad en una coleccion de
figuras que comparten las propiedades inva-
riantes que las caracterizan. Por ejemplo, si se
dibuja una circunferencia con uno de sus radios
y una recta perpendicular a éste (y por lo tanto
tangente a la circunferencia) y luego se cambia
el tamafio de la circunferencia, la relacion de
tangencia se mantendrd. En realidad no se han
construido una circunferencia, un radio y una
recta tangente a ella, sino una familia de circun-
ferencias, radios y tangentes que mantienen
constante la relacion establecida.

Ha de diferenciarse entonces entre una figura
geométrica y su dibujo. En un dibujo no estan
implicitamente presentes las relaciones de
dependencia entre los elementos de la figura
que la caracterizan, a pesar de que perceptual-
mente parezcan estar. Si no se ha tenido la
precaucion de hacer la construccidon atendiendo
a estas relaciones, al utilizar las funciones de
“arrastre” y “desplazamiento” de los puntos
libres, la figura se deformara. Se puede definir
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una figura geométrico como un conjunto finito
de objetos elementales y de relaciones entre esos
objetos. En general, los objetos elementales de
la geometria euclidiana plana son: el punto, la
recta, la semirrecta, el segmento, la circunfe-
rencia y el arco de circunferencia. Si se miran
los objetos basicos de un programa de geome-
tria dinamica, se encuentran todos los objetos
precedentes. Las relaciones entre objetos son
relaciones de pertenencia, de interseccion, de
paralelismo o de perpendicularidad que figuran
todas en el programa.

En este contexto, el propdsito de este documento
es crear conciencia de las grandes posibilidades
que brindan estos programas para el aprendizaje
y dar orientaciones a los maestros sobre cdmo
disefiar situaciones problema aprovechando
las potencialidades didacticas del software de
geometria dindmica.

En el capitulo 1 se hace una reflexion sobre la
importancia del conocimiento geométrico en los
curriculos escolares por su aporte a la formacion
del individuo.

En el capitulo 2 se presenta una breve sintesis de
la evolucion de la geometria para mostrar como
ella se encuentra en permanente crecimiento y
abarca un panorama extenso de desarrollos y
posibilidades ligadas a la interaccion entre lo
visual y lo discursivo.

El capitulo 3 se centra en los procesos de apren-
dizaje de la geometria, sus obstaculos y difi-
cultades.

En el capitulo 4 se desarrollan algunas ideas
respecto a los ambientes, contextos, situaciones
y actividades apropiados para la ensefianza y
el aprendizaje de la geometria, con particular
énfasis en el apoyo de sofware de geometria
dindmica.

En el capitulo 5 se recogen las primeras expe-
riencias en el aula de algunos docentes que parti-
cipan en el proyecto “Incorporacion de Nuevas
Tecnologias al Curriculo de Matemadticas de
la Educacion basica secundaria y media de
Colombia™
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El conocimiento geométrico es un componente
matematico que ocupa un lugar privilegiado
en los curriculos escolares por su aporte a la
formacion del individuo. No sélo se considera
como una herramienta necesaria para describir
el espacio circundante, comprenderlo e interac-
tuar en €I, sino que, como disciplina cientifica,
descansa sobre importantes procesos de forma-
lizacién que son ejemplo de rigor, abstraccion
y generalidad. Mammana y Villani (1998)' han
identificado las siguientes dimensiones, que en
estrecha vinculacion unas con otras y vinculadas
también con los demas campos de las matema-
ticas, las ciencias y la vida cotidiana, aportan
elementos para el logro de dicha formacion. La
geometria puede verse como:

- Una ciencia del espacio y la forma. Desde
sus raices como herramienta para describir
y medir figuras, se han ido constituyendo
teorias, ideas y métodos mediante los cuales
podemos construir y estudiar modelos idea-
lizados del mundo fisico o de fenémenos que
acontecen el el mundo real.

- Un método para representar visualmente
conceptos y procesos de otras dreas de las
matematicas como la aritmética, el algebra o el
calculo, o de otras ciencias naturales y sociales.

- Un punto de encuentro entre la matematica
vista como una teoria abstracta y la matema-
tica vista como un recurso de modelacion.

siglo XXI. Mammana y Villani, p. 338.
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- Una via para desarrollar pensamiento y
comprension, y, en un nivel avanzado, como
una teoria formal.

- Un ejemplo paradigmatico para ensefiar
razonamiento deductivo.

- Una herramienta en diversos campos de
aplicacion, tanto en forma tradicional, como
de manera innovativa mediante el uso de
recursos computacionales.

La toma de conciencia de esta miltidimensio-
nalidad, en la ultima década, es debida proba-
blemente al cambio en el punto de vista de la
matematica en si misma, (que ha comenzado
a verse mas como una actividad humana que
como una teoria formal) y de la ensefianza y
el aprendizaje de la matematica a nivel escolar
(Neubrand, 1998). Hoy en dia se reconoce la
necesidad de fomentar el aprendizaje activo,
disminuir las separaciones tradicionales entre
las diversas asignaturas del curriculo y esta-
blecer conexiones de la matematica con los
contextos de las ciencias naturales y sociales.

La geometria tiene una larga historia siempre
ligada a las actividades humanas, sociales
culturales, cientificas y tecnologicas. Ya sea
vista como una ciencia que modela nuestra
realidad espacial, como un excelente ejemplo
de sistema formal o como un conjunto de teorias
estrechamente conectadas, cambia y evoluciona

Recogiendo las ideas del Documento de Discusion del estudio del ICMI, Perspectivas de la enseflanza de la Geometria para el
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permanentemente y no se puede identificar
unicamente con las proposiciones formales
referidas a definiciones, conceptos, o teoremas.
Ella es el resultado de una combinacién entre
diversos procesos cognitivos asociados a la
actividad geométrica y la comunicacion de los
resultados de dicha actividad. En ese sentido,
el conocimiento geométrico no existe Unica-
mente en los enunciados formales ni puede
considerarse como algo absoluto e impersonal.
Por el contrario, se convierte en algo relativo
a las experiencias individuales y grupales que,
mediadas por diversas herramientas materiales
o simbdlicas producen diversos niveles de sofis-
ticacion del conocimiento, Utiles para resolver
problemas, interpretar hechos o dar explica-
ciones, entre otras cosas.

Dificilmente otro campo de las matematicas
abarca un espectro tan amplio de dimensiones.
Por ello la ensefianza de la geometria debe
reflejar una preocupacién por desarrollar acti-
vidades en las distintas dimensiones buscando
lograr en los alumnos una amplia experiencia y
una perspectiva multifacética de lo que signi-
fica, elementos claves para ganar en cono-
cimiento geométrico util.  Probablemente
cualquier situacion geométrica, por elemental
que sea, permite una amplia gama de posibili-
dades de exploracion, formulacion de conjeturas
y experimentacidn de situaciones con la idea de
explicar, probar o demostrar hechos. También
ofrece amplias oportunidades de usar modelos
matematicos para comprender la actividad
humana y social, dadas sus estrechas relaciones
con la cultura, la historia, el arte, la filosofia y
la ciencia. Adicionalmente, no hay mejor lugar
que la geometria para dilucidar el papel de la
prueba y la demostracion en matematicas.

Por supuesto, segun el nivel escolar se privile-
giard una u otra dimension de la geometria. Niss
(1998) sugiere enfatizar en los primeros niveles
educativos en actividades de exploracion, deno-

minacidn, descripcion, clasificacion y repre-
sentacion de objetos concretos del plano y del
espacio y explorar movimientos en el plano para
acceder a nociones bdsicas acerca de las trasfor-
maciones, la identificacion de trayectorias y la
ubicacion espacial; es decir, enfatizar en una
dimension empirica de la geometria, que tiene
que ver con la representacion del espacio vital.
Sin embargo, para evitar que los alumnos tengan
una idea limitada de la geometria, conviene ir
dando puntadas hacia la comprension de las
demas dimensiones, mediante actividades que
muestren, por ejemplo, de qué manera algunas
de las propiedades esenciales del espacio fisico
pueden deducirse de una exploraciéon de regu-
laridades o “probarse” mediante algin razona-
miento, 0 de qué manerala geometriase convierte
en una excelente herramienta para comprender
reglas y operaciones aritméticas. Ademas los
alumnos deben poder observar como la vision
humana estd gobernada por reglas que nos
permiten reconocer la estrecha relacion entre un
objeto y su imagen obtenida por semejanza, por
su representacion bidimensional, o en perspec-
tiva. La comprension de las relaciones entre los
objetos tridimensionales y sus representaciones
bidimensionales es de gran importancia como
fundamento de la comprension acerca del cono-
cimiento geométrico trabajado posteriormente.

En los niveles superiores de la educacion basica
y en la educaciéon media, se recomienda en
cambio, afianzar conocimientos mas amplios
y profundos, de tal forma que los estudiantes
puedan experimentar con gran cantidad de
ejemplos y situaciones, en una gran variedad de
contextos geométricos, ampliando el espectro
de dimensiones a trabajar. A través de activi-
dades como la construccién de definiciones
de conceptos, la investigacion de propiedades
geométricas, la busqueda de mecanismos para
probar enunciados y la resolucién de problemas
de aplicacion, se profundiza en sus experien-
cias y conocimientos geométricos y es posible
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comenzar a experimentar con diferentes teorias
geométricas y sus interrelaciones, ademas de las
formas para validar los resultados en cada una de
ellas. Especial importancia cobran las experien-
cias en diferentes ambios tales como la construc-
cion de modelos geométricos fisicos y surelacion
con la percepcidon visual, la representacion de
objetos en dos y tres dimensiones, la exploracion
acerca de propiedades geométricas o la construc-
cion de la geometria euclidiana deductiva y su
relacion con la geometria analitica o vectorial, o
la geometria de las transformaciones.

Las diversas dimensiones del panorama geomé-
trico se apoyan en los procesos cognitivos de
visualizacion (asociados al pensamiento espa-
cial) y procesos de razonamiento discursivo en
el lenguaje natural tipo verbal (asociados con el
pensamiento deductivo). Por tal razén, en los
Lineamientos Curriculares del drea de matema-
ticas elaborados por el Ministerio de Educacion
Nacional (MEN, 1998) se enfatiza, por un lado,
en la necesidad de encaminar la ensefianza de la
geometria hacia el desarrollo de la percepcion
espacial, las representaciones bi y tri dimensio-
nales de las figuras y el estudio de los invariantes
de las figuras, sus relaciones y sus propiedades
bajo el efecto que producen las diferentes
transformaciones sobre ellas. Por otro lado, se
propone un estudio sistematico de patrones de
regularidad que conducen al establecimiento
de conjeturas y generalizaciones, a partir de las
cuales surgen diversas formas argumentativas
que poco a poco van alcanzando mejores niveles
de sofisticacion hasta llegar a la produccion de
teorias axiomaticas de caracter deductivo.

Sobre los procesos de visualizacion y de razo-
namiento discursivo descansan otros procesos
presentes en toda actividad matematica, que
fueron ampliamente descritos en los Linea-
mientos Curriculares (MEN, 1998), como la
resolucion de problemas, el razonamiento, la
comunicacion, la modelacion y la elaboracion

y ejercitacion de procedimientos. A su vez,
estos procesos estan estrechamente ligados a
las dimensiones de la geometria reconocidas
por Mammana y Villani. Por ejemplo, la reso-
lucién de problemas conjuga ambos procesos
y estd vinculada a la dimension empirica de la
geometria, por su papel en la indagacion de las
propiedades de los objetos naturales o creados
por el hombre, a través de la modelacion. La
comunicacion tiene que ver con el potencial de
la geometria para comunicar informacion visual
de hechos no necesariamente geométricos.
La representacion se encuentra en estrecha
conexiodn con el potencial humano de visualizar
y la busqueda de mecanismos de argumentacion
para lograr justificar afirmaciones se encuentra
asociado al razonamiento discursivo.

Para poder disefiar ambientes de aprendi-
zaje ricos en actividades geométricas en las
distintas dimensiones, los maestros de mate-
maticas debemos experimentar con diversas
facetas del panorama geométrico. Entre mas
dimensiones y conexiones de la geometria
conozcamos, podremos guiar con mayor éxito a
nuestros alumnos en la experiencia de aprender
a aprender geometria y les ayudaremos a sentar
bases solidas para ampliar el panorama en los
siguientes afios escolares y en la vida.

Actualmente, los programas de geometria
dindmica han revolucionado la manera de
hacer matematicas y la forma de ensefiarlas,
proporcionando contextos de aprendizaje con
nuevas y potentes posibilidades de representa-
cion. Usando software de geometria dindmica
ahora es posible que los estudiantes exploren
la geometria euclidiana y tengan la posibilidad
de estudiar objetos y propiedades geométricas
para re descubrir teoremas por ellos mismos.
A partir de hacer, examinar, predecir, evaluar y
generalizar, los estudiantes pasan de formularse
preguntas como ;por qué...? a preguntas como
,qué pasa si...?, dando pasos hacia el pensa-
miento deductivo.



Cuando una disciplina como la geometria
abarca tantas dimensiones, cabe hacer algunas
reflexiones de cardcter histdrico que sirvan
para comprender su proceso de crecimiento, y
el papel que ha jugado en el desarrollo cultural
de los diferentes ambitos de la vida social.
Hemos mencionado ya la estrecha relacion de la
geometria con las actividades humanas. Segtin
Mammana y Villani (1998) estd relacion ha
permitido ir desarrollando la geometria tanto
en sus aspectos puramente visuales como en
los conceptuales y abstractos. En efecto, desde
tiempos inmemoriales ella ha acompafiado las
producciones humanas, incluso desde la prehis-
toria cuando nuestros antepasados comenzaron
areproducir los distintos aspectos de surealidad
utilizando dibujos o comenzaron a adornar sus
pertenencias con motivos geométricos simples o
producidos por medio de simetrias. [gualmente
cuando empezaron a hacer sus primeras cons-
trucciones, comenzaron a disponerlas en forma
geométrica. Segun estos autores en este primer
momento, el aspecto visual de la geometria es
predominante.

Con la expansion de las comunidades y el surgi-
miento de importantes civilizaciones como la
china, india, egipcia, griega, maya y azteca se
buscd un mejoramiento en la estructura general
y la organizacién de la vida social. Durante ese
periodo historico la geometria respondid princi-
palmente a necesidades utilitarias de medicion
de longitudes, areas y volimenes, o del trazo
de linderos en la tierra. Ademas, jugd un papel
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instrumental fundamental con respecto a otras
esferas del conocimiento como la arquitectura,
la geografia y la astronomia. Como lo sefialan
Mammana y Villani, (2000) en esta etapa se
percibe un primer intento de racionalizacion,
al menos localmente del conocimiento geomé-
trico adquirido. En los documentos dejados por
estas civilizacion acerca de formulas para el
area de regiones planas o volumenes de solidos,
o sobre el estudio de movimientos de los
cuerpos celestes, se entretejen aspectos visuales
e instrumentales. Alsina et al (1997) recalcan
que desde las tablillas babildnicas a los papiros
egipcios, cuando se tratdé de “escribir” un
problema geométrico, se inicio la tradicion de
mezclar en las producciones escritas imagenes,
simbolos especiales y el lenguaje natural para
comunicar ideas.

Con los griegos y por motivos historicos y cultu-
rales la geometria dejé su caracter empirico y
el objetivo primordial de resolver necesidades
practicas dio paso a la constitucion de una disci-
pina cientifica, al abarcar procesos de raciona-
lizacidn abstractos y globales. La obra cumbre,
Los Elementos, escrita por Euclides hacia el afio
300 a.C. recoge una excelente sistematizacion
de estos desarrollos que se continuan con los
trabajos de Apolonio, Arquimedes y Tolomeo.
En esta nueva etapa, el interés se concentro en
los aspectos conceptuales de la geometria y esta
se empezo a ver como un sistema axiomatico de
caracter deductivo.
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Debido a la perfeccion del tratado de Euclides,
este libro se convirtido en modelo de una siste-
matizacién racional para todos los campos
del conocimiento. Asi, por muchos siglos, la
geometria de Euclides se ensefi6 como una de
las disciplinas mas importantes para la forma-
cidon cultural de los escolares, desde la edad
media hasta el renacimiento y ain mucho mas
tarde. Este hecho inhibi6 otros progresos dentro
de la geometria misma, produciéndose una
subordinaciéon del conocimiento geométrico
durante casi 2000 afios, al esquema Euclidiano.
Tal fue el grado de influencia de la geometria
de Euclides que muchos de nosotros hoy en
dia creemos que los griegos y sus antepasados
descubrieron toda la geometria conocida. Sin
embargo, como se menciona mas adelante,
muchos de los resultados mas interesantes de
la geometria euclidiana se desarrollaron en los
siglos XIXy XX.

Soélo después de muchos siglos de produccion en
esa linea de trabajo surgieron nuevas ideas en la
investigacion geométrica, a partir de trabajos que
se consideraban de origen externo a la geome-
tria de Euclides. Por ejemplo, durante el siglo
quince se desarrolld la geometria proyectiva,
gracias a artistas del renacimiento, de la talla de
Leonardo da Vinci, interesados en la estética,
ampliando la dimension artistica de la geome-
tria, desarrollada por las comunidades primi-
tivas. Durante el siglo XVII lo que nacié como
un método artistico se convirtio en la base de una
nueva geometria que combind métodos alge-
braicos con descripciones sintéticas de formas y
transformaciones (Alsina et al. 1997), surgiendo
entonces la geometria analitica, de una mezcla
de geometria y dlgebra; y hacia el final del siglo
XVIII debido al estudio sistematico realizado
por Mongue de los métodos de representacion de
objetos tridimensionales por medio de dibujos,
surgid la geometria descriptiva. Estas areas de la
geometria combinan a su vez aspectos visuales
y conceptuales del conocimiento.

Sin embargo, todos estos desarrollos de la
geometria se consideraron ajenos al espiritu
de la geometria de Euclides y por lo tanto no
interfirieron con la incuestionada autoridad del
tratado de Euclides y su dimension formal. Fue
necesario esperar hasta el siglo XIX para lograr
un avance mas allad de la geometria euclidiana,
gracias al desarrollo de las geometrias no eucli-
dianas de Bolyai- Lobachevsky y Riemann. Los
axiomas anti intuitivos de estas dos geometrias
revolucionaron la comprension de los matema-
ticos respecto de los axiomas. Estos, que habian
sido considerados como ‘“‘verdades evidentes”,
comenzaron a verse como “puntos de partida
necesarios” para los sistemas matematicos. Asi,
se libero a la geometria de su caracter de modelo
del mundo real y del criterio de aplicabilidad de
sus resultados a la vida cotidiana, dando paso a
diversas variantes de la geometria de Euclides,
llamadas geometrias euclidianas, y a todo
tipo de otras geometrias no euclidianas, cada
vez mas alejadas de consideraciones visuales.
Muchos de los resultados mas interesantes de la
geometria euclidiana se trabajaron durante los
siglos XIX y XX. Por ejemplo, los teoremas de
Morley, Miquel, Feuerbach, Steiner, entre otros
(De Villiers, 1999).

El desarrollo de las geometrias no euclidianas
motivé un debate filoséfico acerca de las
fuentes de certeza del conocimiento. Después
de haber creido que las matemadticas trataban de
“verdades absolutas’ en relacion con el mundo
real, los matematicos se dieron cuenta que las
matematicas tratan de “verdades convencio-
nales” que pueden o no, tener aplicaciones en el
mundo real. La toma de conciencia de la posi-
bilidad de imaginar alternativas a la geometria
euclidiana conllevo en un cierto sentido, a una
perdida de protagonismo atribuido a la geome-
tria de Euclides, dentro de las matematicas y
dentro del conocimiento cientifico en general,
y genero el interés por la busqueda de consis-
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tencia de las teorias propuestas. Asi, la geome-
tria se dirigio mas por los caminos conceptuales
que por los visuales.

Por otra parte, las geometrias no euclidianas
contribuyeron a estimular una nueva era de
investigacion en los fundamentos de la geome-
tria, que culminé con el Programa Erlangen
de Felix Klein, quien en 1872, describio la
geometria como el estudio de las propiedades
geométricas que permanecen invariantes bajo
varios grupos de transformaciones y la publi-
cacion de los Fundamentos de la Geometria
Hilbert en 1899. Estos trabajos mostraron un
nuevo punto de vista caracterizado por un alto
nivel de abstraccion, y la consecuente perdida
de relaciones de la geometria con la realidad
perceptible. La investigacidon en geometria se
dirigié hacia la fundamentacion algebraica de
la misma.

En los afios siguientes a la publicacion de los
Fundamentos de Geometria de Hilbert, 1a inves-
tigacidn en aspectos algebraicos de la disciplina
adquirié un papel cada vez mas importante,
gracias a la construccion rigurosa de la teoria
de los nimeros hecha por Dedekind, Cantor
y Weirstrass, en la cudl el fundamento de la
“certeza” se derivd del algebra y no de la
geometria. Asi, mientras hasta ese momento las
“certezas” del algebra se derivaban de supuestas
certezas en geometria, al final del siglo dieci-
nueve el punto de vista cambid radicalmente:
desde entonces es el dlgebra la que proporciond
el modelo firme para la geometria. De esta
manera, surgieron objetos geométricos comple-
tamente ajenos a la experiencia sensorial como
las estructuras abstractas de dimensiones arbi-
trariamente grandes y las lineas que cubren el
plano, entre otras. El comienzo del siglo XX dio
lugar a la creacion de nuevas herramientas alge-
braicas para un estudio general de los objetos
geométricos, entre las cuales se destaca la teoria

de los espacios vectoriales, que contribuyd a
una mayor ganancia en abstraccidon y genera-
lidad, y un mayor distanciamiento de la intui-
cion geométrica.

En décadas recientes, con el desarrollo tecno-
logico que permite el andlisis numérico y el
tratamiento visual de gran potencial, se esta
experimentando un interés renovado en los
aspectos visuales de la geometria. Aunque
inicialmente estas investigaciones crecieron, en
sumayoria, en un medio externo a la comunidad
matematica, han sido origen de nuevos campos
de investigacion geométrica. Por ejemplo, el
artista holandés Maurits Escher utilizo las tese-
laciones de manera extensiva en la produccioén
de sus obras de arte en el periodo de 1937-1971
lo que motivo un renovado interés entre los
matematicos por el estudio de las teselaciones
y cenefas. Asi, en afios recientes Grunbaum y
Shepherd (1986) produjeron una investigacion
sistematica que en cierto grado es equiparable
a los Elementos de Euclides, una de cuyos
soportes conceptuales mas importantes es la
idea de simetria (de Villiers, 1999).

Otro desarrollo interesante de los tltimos afios
es la geometria fractal, que consiste en el estudio
de objetos geométricos “auto semejantes” de
dimensiones fraccionarias. Este campo de
trabajo se desarroll6 proveniente de los estudios
en ciencias naturales pues muchos objetos de la
naturaleza como las nubes, las lineas costeras,
las hojas de helecho, las cadenas montafiosas,
los arboles, los cristales, etc. tienen propiedades
fractales. La compresion fractal de imagenes es
imposible sin el apoyo de la tecnologia compu-
tacional.

En los ultimos afios se han desarrollado y
ampliado otras teorias geométricas como la
teoria de nudos y sus aplicaciones a la biologia,
el uso de la geometria proyectiva para el disefio
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de programas de realidad virtual, la aplica-
cion de la teoria de codigos para el disefio de
unidades de CD. Incluso la geometria de las
pompas de jabdn esta siendo estudiada y se le
ha dedicado sesiones especiales en diversas
revistas de matematicas.

También la geometria euclidiana estd experi-
mentando un renacer en gran parte debido al
desarrollo reciente de paquetes computacionales
de geometria dindmica. Por ejemplo, Davies
(1995) investigd nuevas posibilidades de cons-
truccidon de teorias alrededor de la geometria
del tridngulo y Adrian Oldknow (1995, 1996)
utilizd el software Sketchpad para encontrar
nuevas relaciones entre puntos de concurrencia
asociados a lineas notables de los tridngulos.

En sintesis, con este breve recorrido historico
queremos destacar los siguientes aspectos:

* Si bien la geometria es una disciplina cien-
tifica, y como tal puede estructurarse en un
esquema axiomatico deductivo, estd intima-
mente relacionada con nuestra percepcion
espacial y encuentra su fuente de significado
en ella, bien sea para afinarla o para supe-
rarla.

* Los avances en geometria no provienen
unicamente de las investigaciones en mate-
maticas, sino que tienen una gran variedad
de fuentes: las artes, los oficios, la técnica,
las ciencias. Este hecho destaca el carécter
vivo de la geometria y su riqueza cultural,
que se traducen en una riqueza de relaciones
que pueden utilizarse para su aprendizaje. En
ella se puede avanzar desde la percepcion de
los objetos y sus propiedades pasando por el

mundo de las formas en las que se perciben
prototipos en clases separadas y se trabaja
con representaciones realizadas a mano
alzada, por el mundo de la geometria practica
en donde se clasifican los objetos del mundo
real en forma jerarquica y se proponen cons-
trucciones geométricas, el mundo de la
geometria euclidiana cuyos objetos son los
objetos idealizados del mundo platonico y
se trabaja la prueba euclidea y finalmente
se llega al mundo formal donde los objetos
son definidos formalmente y solo se acepta
la prueba deductiva.

Durante muchos siglos la geometria se
constituyd en la base de toda ciencia, pero
ante la necesidad de superar los obstaculos
de la percepcién y de la intuicién para dar
un fundamento exclusivamente racional
a la ciencia, perdié su papel protagonico
para cederlo al analisis y el algebra. De este
movimiento de fundamentacion heredamos
una cierta “desconfianza” hacia la geometria
en detrimento del algebra como herramienta
de matematizaciéon. De alli heredamos la
utilizacion de la geometria en el campo
educativo como terreno natural para la
introduccion de la deduccion, olvidando
a veces los obstaculos que se presentan
precisamente para este desarrollo y las otras
posibilidades de formacidn que ofrece.

El renacer de los aspectos visuales, gracias
al potencial de los recursos informaticos, ha
puesto nuevamente en equilibrio los procesos
de visualizacion y los procesos de justifica-
cidén que permiten trabajar en geometria signi-
ficativamente, y potencian su aprendizaje.



La historia de geometria nos muestra de qué
manera ha sucedido su evolucion en una dina-
mica soportada por la interaccidn entre procesos
de visualizacion, (ligados al pensamiento espa-
cial), procesos de justificacion, (ligados al
pensamiento deductivo) y aplicaciones instru-
mentales que se llevan a cabo con el objeto de
resolver problemas de la vida cotidiana, las
ciencias o la misma matematica, modelar el
mundo para interpretarlo, ampliar los horizontes
conceptuales con teorias construidas axiomati-
camente ¢ interrelacionar campos diversos de
conocimiento buscando en ellos una estructura
comun, entre otras cosas.

Para tener acceso a este vasto campo de desarrollo
humano es necesario aprender geometria. Surgen
entonces interrogantes como los siguientes:

Jpor qué vias es posible lograr experiencia
geométrica?, jcomo se llega a la conceptua-
lizacion de nociones geométricas?, ;jcomo se
adquiere comprension y habilidad para usar
procedimientos geométricos?, jqué implica
razonar en geometria?

La investigacion en este campo (de Villiers
(1999), Moreno (2002), Duval (1998), Hers-
cowitz y Vinner (1987)) ha llevado a reconocer
que el aprendizaje de la geometria es un proceso
complejo que pone en tensidn ciertos polos del
desarrollo cognitivo:

- Los procesos cognitivos de visualizacion
y los procesos de justificacién de caracter
informal o formal.

EL APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA

- Los procesos de dar significado a los objetos
y propiedades geométricas y los procesos
de generalizacion y abstraccién propios del
conocimiento matematico que dan lugar a la
descontextualizacion de dichos objetos.

- Los dominios empiricos de la geometria y
los dominios teoricos.

Segun como se desarrollen estas tensiones se
accedera, o no, al conocimiento geométrico
genuino y util no solo por su potencial en la
resolucion de problemas de las ciencias natu-
rales, la técnica o la vida cotidiana sino como
plataforma de lanzamiento hacia el desarrollo
teorico del &mbito matematico cuyas fronteras
de conocimiento son infinitas. Focalizar la
atencion en el aprendizaje conduce a estudiar
las formas mediante las cudles los estudiantes
se expresan matemdticamente y los meca-
nismos mediante los cuales podemos afirmar
que lo estan haciendo. Por tal razon, centra-
remos nuestro analisis acerca del aprendizaje
en geometria en tres aspectos que posible-
mente recogen las tensiones antes expuestas:
(1) los procesos de visualizacion y su potencial
heuristico en la resolucion de problemas, (ii)
los procesos de justificacidon propios de la acti-
vidad geométrica y (iii) el papel que juegan las
construcciones geométricas en el desarrollo del
conocimiento geométrico.

Trataremos de ilustrar que los procesos de
visualizacién requieren, para su desarrollo,
superar dificultades asociadas a las condiciones
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fisioldgicas propias de la percepcion visual. A
su vez, desarrollaremos la idea segun la cual, el
desarrollo de los procesos de justificacién han
de superar dificultades inherentes a la aparente
falta de sentido de una organizacién deductiva
del discurso. Estas dos clases de dificultades
provienen precisamente de la articulacion entre
percepcion y deduccidn, que se concreta en la
diferenciacion entre figura geométrica y dibujo.
Y finalmente mostraremos que precisamente
la forma mas antigua de intento de superacion
de este conflicto es la construccién geometrica,
que permite asegurar las caracteristicas geomé-
tricas del dibujo.

3.1. Procesos de visualizacion

La visualizacion integra los procesos por
medio de los cuales se obtienen conclusiones,
a partir de las representaciones de los objetos
bi o tridimensionales y de las relaciones
o transformaciones observadas en cons-
trucciones y manipulaciones (Clements y
Battista, 1992). Esta en estrecha relacion con
la representacion del espacio, la exploracion
heuristica o la vision sindptica de una situa-
cién compleja.

Muchas personas creen que la visualizacion es
una habilidad innata y una cuestion que debe
permanecer al margen de la actividad educativa.
Sin embargo, dado que los procesos de visuali-
zacion estan en la base de la actividad cognitiva
en geometria el estudiante debe ir evolucio-
nando en la ‘‘forma de mirar” los objetos, desde
percepciones visuales simples, hasta aquellas
que le permiten explotar el potencial heuristico
de la visualizacién. A continuacién sugerimos
tres niveles de visualizacion que caracterizan su
desarrollo, que estan en franca correspondencia
con los tipos de visualizacion propuestos por
Duval (1998).
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3.1.1 Nivel global de percepcion visual

En el nivel mas elemental de visualizacion
encontramos la percepcion global de las
imagenes, que es esencial en la actividad geomé-
trica y nos permite asociar figuras a objetos
fisicos. En este nivel, se destaca la forma total
de la imagen. Asi, por ejemplo, una represen-
tacion como la de la figura 1 puede asociarse a
un techo, la parte superior de una mesa, o a un
cuadrado visto en perspectiva.

/S

Fig.1

Enun contexto matematico, la percepcion global
actua para reconocer formas prototipicas que se
asocian con nombres de figuras geométricas.

A1 O

Fig.2

En la percepcidon de estas formas prototipicas
predominan aspectos no matematicos como
la posicion (boca arriba, boca abajo) o el tipo
de trazo (grueso, delgado). Por esta razonm,
este nivel debe dar paso, en la ensefianza de la
geometria, lo mas pronto posible, a una mirada
matematica de las figuras que active la mente
hacia la busqueda de objetos geométricos y sus
relaciones.

3.1.2. Nivel de percepcion de elementos
constitutivos

En un nivel posterior de visualizaciéon ya no
solamente se percibe la forma global, sino
que se percibe la imagen como constituida
por elementos de una misma dimension o
dimensiones inferiores. Asi, una imagen tridi-
mensional se verd como formada por figuras
tridimensionales o bidimensionales, una
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imagen bidimensional se verd como formada
por figuras bidimensionales, unidimensionales
(segmentos) o de dimension cero (puntos).

Desde el punto de vista matematico, lo relevante
para construir conceptos y relaciones geomé-
tricas, es la identificacion de esos elementos
constitutivos de la figura y las relaciones entre
ellos. Por eso es indispensable la intervencion
de un enunciado que describa esas relaciones.
En este nivel entonces se rompe con el esquema
de imagenes prototipicas, pues la orientaciéon o
tamafio de las formas dejan de ser relevantes,
para considerar en primer plano las relaciones
entre los elementos constitutivos.

De esta manera, si en un primer nivel de visua-
lizacion la figura 3 no es percibida como un
cuadrado, en este nivel si podrd considerarse
como tal.

este es un cuadrado
fig.3

Es importante considerar que el enunciado,
a pesar de no ser un recurso de representa-
cion visual, influencia la visualizacion. Esen-
cialmente ayuda a re-enfocar la atencion de
manera que puedan percibirse aspectos que
pueden pasar desapercibidos sin el enunciado.
Ademas, permite comenzar a diferenciar entre
un dibujo y una figura geométrica al aclarar
qué informacidn se puede obtener de la figura
y cudl no. Cuando un dibujo como el que se
presenta en la figura 3 va acompafiado de un
enunciado “este es un cuadrado” se aseguran
las relaciones de congruencia y perpendicula-
ridad entre los lados. De lo contrario, la sélo
percepcion de dichas relaciones no las garan-
tiza. Convencionalmente sin embargo, ciertas
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relaciones geométricas como la colinealidad de
puntos, la interestancia, la relacidn par lineal o
el hecho de tener pares de angulos opuestos por
el vértice se admiten con la s6lo observacion de
la configuracion.

En la identificacién de las relaciones geomé-
tricas, un aspecto que ejerce una gran influencia
es la orientacidn, pues hace parte de nuestra posi-
cion erguida, la cual hace entrar en juego rela-
ciones espaciales como arriba y abajo, adelante
y atras, izquierda y derecha, y por extension a
las imégenes bidimensionales (representaciones
en papel), lo horizontal y lo vertical. De esta
manera, las relaciones de paralelismo y perpen-
dicularidad, por ejemplo, son mas facilmente
reconocibles cuando tienen orientacion vertical
u horizontal. Ademas, el fenomeno de gravedad
influencia en gran medida nuestra percepcion,
lo que nos hace tratar de colocar siempre las
figuras con la base abajo. Una estrategia didac-
tica para liberar la mente de estas restricciones
consiste en forzar la identificacion de las rela-
ciones antes mencionadas, en figuras cuyas
posiciones no sean las estandares.

La identificacion de partes constitutivas de una
figura geométrica depende estrechamente del
desarrollo de la percepcioén visual. Para una
mejor comprension de este fendmeno, es nece-
sario profundizar un poco en dicho proceso.
Desde el punto de vista fisioldgico, hay una
cierta predisposicion a captar algunos aspectos
de las imdgenes, mientras que otros quedan
inhibidos. Esto hace que de manera espontanea
podamos percibir facilmente algunas caracteris-
ticas de las imégenes que vemos, mientras que
otras quedan “ocultas”.

Percibimos mas facilmente las figuras cerradas
y concavas y no las figuras abiertas o convexas.
La figura 4, por ejemplo, se percibira mas
facilmente como dos tridngulos con un vértice
comun, y no como un cuadrilatero convexo.
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fig4

Por otra parte, en imagenes complejas, donde
puede descomponerse la figura total en distintas
componentes mas simples, entran en juego otros
dos aspectos que inhiben o potencian la percep-
cion: la complementariedad y el solapamiento.
La complementariedad hace referencia a la
caracteristica de los componentes de la figura
global de constituir la totalidad de la figura
inicial, al momento de juntarse (figura 5). Si las
figuras son complementarias serd mas facil su
percepcion. El solapamiento tiene que ver con
el hecho de qué las figuras que reconocemos
dentro de una configuracién global compartan
regiones de la figura original. Si dos figuras
estan solapadas sera mas dificil su percepcion.
Fisioldogicamente predomina la percepcion de
figuras complementarias y no solapadas.

= <

fig. 5: figuras complementarias

fig. 6: figuras solapadas

Asi por ejemplo, en la figura 6, serda mas facil
percibir los cuatro tridngulos, pues son comple-
mentarios y no se solapan que los tres paralelo-
gramos que la conforman, pues estos se solapan
entre si.

La necesidad de desarrollar la percepcion visual
con el fin de superar las limitaciones fisiolo-
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gicas es ejemplificada por Samper y Legui-
zamén y Camargo (2000) asi: “ una mirada
ligera al rectangulo ABCD (figura 7) permite
identificar los triangulos AAEB, ABEC, ACED,
v ADEA. Solamente después de dominar cierta
practica en la visualizacion es posible reco-
nocer que la figura es la union de los triangulos
AADC, y AABC o AADB y ACBD. Si la tarea
es probar que las diagonales del rectangulo son
congruentes, es necesario identificar los trian-
gulos solapados ADAC y ACBD”.

A

Figura 7

Finalmente, hay otro aspecto que determina
fisiologicamente nuestra percepcidon visual y
que aunque tradicionalmente no ha tenido gran
incidencia en el trabajo en geometria, comienza
a ser tenido en cuenta con las nuevas posibi-
lidades de representacién computarizada: el
movimiento. Fisioldgicamente estamos prepa-
rados para captar los cuerpos en movimiento
mas facilmente que los estaticos. De hecho,
el mecanismo de defensa de muchos animales
consiste en mimetizarse con el medio ambiente,
y mientras permanezcan inmdviles nos es muy
dificil percibirlos. Este hecho se aprovecha en la
propuesta curricular de geometria de los Linea-
mientos Curriculares del Ministerio de Educa-
cion (MEN, 1998) donde se plantea, como
recurso didactico, el estudiar la congruencia
de figuras a partir de las transformaciones
1sométricas del plano, aprovechando la capa-
cidad humana de captar lo dindmico mas que
lo estatico. De esta manera es posible ver una
congruencia como el producto de una operacioén
1sométrica, o una semejanza como el resultado
de una homotecia.
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Como ya lo hemos mencionado, la percepcion
visual se va enriqueciendo con los enunciados
que acompafian las figuras. Estos orientan la
atencion, de manera que puedan superarse posi-
bles predisposiciones fisioldgicasy se comiencen
a ver las figuras matematicamente. La enuncia-
cion verbal de caracteristicas nos ayuda a centrar
la atencidn en aspectos que no son percibidos de
manera espontanea y, de esta manera, el discurso
se convierte en catalizador de la percepcidon
visual. Como lo propone Duval:

“Vemos y hablamos (en voz alta o mental-
mente) sobre lo que estamos viendo. La
distincion visual suscita palabras al menos
implicitamente, y las palabras enunciadas
mentalmente pueden cambiar el foco de
atencion hacia aspectos desapercibidos
en la figura. Este cambio de anclaje pasa
normalmente  desapercibido. Desafor-
tunadamente para la ensenianza de la
geometria! Porque el alumno no tiene el
mismo lenguaje interno que un matema-
tico sobre las gestalts y configuraciones
identificadas perceptivamente. Y existen
relaciones entre el lenguaje interno y el
razonamiento. Mirar una figura puede ser
suficiente para comprender una situacion
geométrica o para convencerse unica-
mente cuando todos esos cambios pueden
realizarse y se entremezclan. ;Pero son
maneras naturales y comunes de mirar
cualquier representacion, sea material o
mental? ;Puedo yo (alumno) ver lo mismo
que usted (profesor) sin que usted me haya
explicado y sin que me haya sefialado que
es lo que debo ver? Esa es la pregunta...”
(Duval, 2000).

Hemos visto como, la exploracién de diversas
configuraciones en una figura proporciona
informacion util. En una figura geométrica es
posible encontrar mas subconfiguraciones que
aquellas que se hacen evidentes en la construc-
cion de la misma o en el enunciado que acom-
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pafia la figura. Son quizas estas ultimas la que
crean el poder heuristico de las figuras al dar
pautas claves para identificar nuevas relaciones
geométricas. Distinguirlas no necesariamente es
una habilidad natural por lo que hay que hacer
esfuerzos educativos en ese sentido.

3.1.3. Nivel operativo de percepcion visual

Es en este tercer nivel de visualizacién en el que
podemos operar sobre las figuras, realizando
verdaderas transformaciones visuales que no
estan necesariamente mediadas por el discurso.
Esel caso, por ejemplo de las llamadas “pruebas
sin palabras”. En este caso ya no se trata Unica-
mente de la percepcion de caracteristicas de
una configuracion, sino de una manipulacion
mental de las subconfiguraciones, para obtener
otra disposicidn significativa y util.

A partir de una configuracion se reorganizan los
elementos constitutivos de una figura, que se
mueven como piezas de un rompecabezas, para
lograr otra configuracion relevante para la solu-
cion de un problema. Un ejemplo tipico de este
nivel de percepcion son las pruebas sin palabras
del Teorema de Pitadgoras (figura 8).

figura 8: ejemplo de demostracion del teorema de
pitdagoras

En el triangulo rectangulo ¢ = o + b°. (El
primer cuadrado tiene por drea (a + b)’, y estd
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conformado por un cuadrado de drea ¢’ y cuatro
triangulos de area ab/2. El segundo cuadrado
también tiene un drea de (a+b)’ y estda confor-
mado por los mismos cuatro triangulos de area
ab/2 y dos cuadrados de drea o’ y b°. Por lo
tanto, ¢’ = a’ + b°.

En el ejemplo de la figura 8 puede verse de
qué manera acttia la percepcion de elementos
constitutivos, en combinacién con la percep-
cion operativa. En el primer paso, a partir
del enunciado del teorema se encuentra una
disposicién figural de un cuadrado, cuya area
corresponde a la suma de las medidas de los
catetos; este cuadrado contiene en su inte-
rior, otro cuadrado, cuya area es el cuadrado
de la medida de la hipotenusa. En el segundo
paso, la configuracion se transforma variando
su composicién como en un rompecabezas,
desplazando y reorganizando las subconfigu-
raciones que la conforman para obtener, dentro
del mismo cuadrado inicial, dos cuadrados
cuyas areas son respectivamente los cuadrados
de las medidas de los catetos.

Como ya lo mencionamos, en el contexto de un
problema dado, una o varias configuraciones
son relevantes mientras que otras reorganiza-
ciones no lo son. La capacidad de visualizar
en mayor o menor grado cudl es la reorganiza-
cion efectiva da a la vision su poder heuristico
para la solucién de problemas. Pero implica
el esfuerzo de reorganizar las configuraciones
significativamente y usarlas para “ver” por qué
una proposicion matematica puede ser cierta y
como se podria realizar una estrategia de trabajo.
Veamos un ejemplo de uso del nivel operativo
visual en la resolucion de un problema geomé-
trico propuesto por Duval (2000): en la figura
AC es la diagonal del rectangulo ABCD jcudl
es la relacion entre las areas de los dos rectd-
gulos sombreados?
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fig.9

Una solucion visual tipica seria:

A

B

fig.10

3.2. Procesos de justificacion

Ya hemos mencionado como una de las difi-
cultades en el aprendizaje de la geometria, la
articulacion entre los procesos de visualizacién
y los procesos de justificacion en geometria.
Otro aspecto igualmente conflictivo, refe-
renciado por Duval (1999) es el fendmeno de
“falsa proximidad” entre los discursos naturales
mediante los cuales nos comunicamos en otros
campos de la actividad humana y los discursos
deductivos, mediante los cuales se construye el
discurso geométrico.

Dado que utilizamos el mismo sistema de
simbolos, pareciera que la forma de construc-
cion de un argumento para convencer a alguien
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de la pertinencia de hacer algo es la misma con
la cual se construye una demostracion. Diferen-
ciar los dos tipos de discursos es fundamental
para el aprendiz, maxime cuando en ocasiones
el discurso natural es aceptado en matema-
ticas y en otras ocasiones no. Este hecho puede
provocar dificultades en los alumnos, que no
alcanzan a apreciar la diferencia de organiza-
cion de una justificacion deductiva, puesto que
es asimilable a cualquier otro argumento del
lenguaje natural.

Al ir avanzando en el aprendizaje de la geome-
tria los estudiantes deben ir cambiando la orga-
nizacion discursiva de su razonamiento para
ir ganando en precision, perfeccionando el
lenguaje geométrico, introduciendo encade-
namientos 16gicos, accediendo a la estructura
deductiva. Por lo tanto, la transformacion del
discurso debe llevar de una argumentacion
informal que se apoya fuertemente en la visua-
lizacién, y por lo tanto es de caracter descrip-
tivo, a una organizacion discursiva formal que
encadena proposiciones usando reglas logicas.
En este proceso se pasa por el proceso de preci-
sion del lenguaje, en el que es imprescindible
enunciar definiciones y teoremas.

La organizacion de un discurso informal, de
caracter descriptivo es bien diferente a la organi-
zacion de un discurso formal. En el primer caso,
se ligan proposiciones o enunciados a partir de
la visualizacion de una figura y sus configura-
ciones, por asociaciones evidentes y esponta-
neas tal como argumentamos al conversar. Las
asociaciones entre enunciados se explicitan
mediante una descripcidn que muestra equiva-
lencias u operaciones entre subconfiguraciones
para producir otras. En el problema propuesto
por Duval que presentamos en la seccion ante-
rior, una argumentacion informal de la equiva-
lenciade las areas de los rectangulos sombreados
seria algo como:
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- en el rectangulo ABCD se distinguen dos
triangulos congruentes A ABC y AADC,
resultado de dividir el rectangulo mediante
una diagonal.

si se elimina la porcion sombreada en cada
uno de los tridngulos, se obtienen dos figuras
compuestas por dos tridngulos que son
respectivamente congruentes.

como han quedado dos regiones de igual
area, las regiones que se eliminaron, es decir,
los rectangulos sombreados, también deben
tener igual area.

En el caso de la organizacion de discursos
formales la situacidon es muy diferente. En primer
lugar el razonamiento no se centraenunadescrip-
cion basada en la visualizacion de una figura; las
figuras solo brindan un escenario para articular
el discurso que comienza cuando se declara la
relacion entre dos proposiciones mediante una
inferencia del tipo Si... , entonces.... La orga-
nizacion del discurso requiere hacer uso Unica-
mente de proposiciones que de antemano tienen
un estatus tedrico especifico (axiomas, defini-
ciones, teoremas) y conducen un paso adelante
hacia las conclusiones. Asi, los proposiciones
se ligan de acuerdo con su estatus y la organiza-
cion funciona por sustitucion de proposiciones
como en el calculo y no por asociaciones como
en el lenguaje informal.

En el problema que nos ocupa, un encadena-
miento deductivo se replantearia asi: si AC es
la diagonal del rectangulo ABCD, las dreas
de los rectangulos sombreados son iguales.
El encadenamiento deductivo podria ser de la
siguiente forma:

(i) si AC es la diagonal del rectangulo ABCD,
entonces a (AADC) = a (ACBA).

(ii) a (AMDC) = a(AAEU) + a (AUFC) +
a (0UFCG),
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(iii) a (A\CBA) = a(AUHA) + a (A\CGU) +
a (oUGBH)

(iv) a(AAEU) = a(AUHA), porque AU es
diagonal del rectangulo AEUH

(v) a (AUFC) = a (ACGU), porque UC es
diagonal del rectangulo UFCG

(vi) de (ii) y (iii) a(AAEU) + a (AUFC) +
a (oUFCG) = a(AUHA) + a (ACGU) +
a (oUGBH)

(vii) de (i) y (v) a (oUFCG) = a (cUGBH)

El discurso tedrico no es una manera natural de
razonar pues esta muy lejos de las formas de razo-
namiento usadas en la vida diaria. Relacionar las
proposiciones de acuerdo con su estatus va en
contrar de las asociaciones evidentes o espon-
taneas. Axiomas, teoremas y definiciones no
son argumentos que sustenten una tesis o una
opinién sino eslabones de una cadena articu-
lados estratégicamente para llevar de la hipotesis
a la tesis. Para usar un teorema se requiere que
¢ste se ajuste a las proposiciones ya articuladas
y haga el empate con las afirmaciones que se
tiene previsto vengan a continuacion. Muchos
alumnos no distinguen este proceso teorico
deductivo, de un proceso discursivo mas natural,
incluso cuando mencionan, aparentemente
de manera correcta, definiciones y teoremas.
Les parece una exigencia artificial e inutil del
profesor. Pero aquellos que descubren el proceso
deductivo, especialmente en los niveles locales
de organizacion de las proposiciones, obtienen
una experiencia personal de la necesidad logica
de la conclusion y del poder de esta forma de
razonamiento. Perciben la naturaleza y el grado
de fuerza de la conviccion lograda acerca de la
certeza de un enunciado por esta via.

Podemos concluir que existe una brecha entre la
argumentacion informal y la justificacion formal
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en un discursivo tedrico. Uno de los principales
problemas de la enseflanza de la geometria es
la dificultad para hacer que muchos alumnos
superen esta brecha. A veces, los profesores no
tienen conciencia clara de la dificultad y no se
hacen esfuerzos por superarla. Este proceso no
puede pretender partir de un marco de defini-
ciones ya construidas, pues de esa manera se
pierde el sentido de necesidad de la precision,
y del acuerdo social necesariamente arbitrario
asociado con las convenciones empleadas, y
se reduce el razonamiento a un simple célculo
proposicional sin ningun sentido para el alumno.
Por el contrario, ese proceso de transformacion
del discurso debe insertarse en un esfuerzo de
interpretacién 'y explicacion de fendmenos
tedrico-perceptivos como lo son las construc-
ciones geométricas, a las que nos referiremos
en el siguiente apartado.

3.3. La construccion geométrica
como encadenamiento “natural”
de los procesos de visualizacion y
los procesos de justificacion.

Para muchos investigadores (Moreno, 2002;
Laborde, 2000) las profundas diferencias entre
las dimensiones de la geometria como ciencia
del espacio y la forma, en la cual lo que vemos
en una figura puede ser tomado como garantia
de certeza, y la geometria deductiva, en la cual
cualquier afirmacidn debe ser deducida de otras
dadas, es motivo de constantes reflexiones ya
que refleja las tensiones entre los procesos
de visualizacién y los procesos de justifica-
cion. Ciertamente hay un profundo cambio de
estatus de los objetos cuando nos movemos de
la geometria de la evidencia visual a la geome-
tria de los objetos y relaciones involucrados en
un sistema deductivo. Pero la existencia de este
salto conceptual no implica que el conocimiento
anterior de los estudiantes no sea util cuando se
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enfrentan a la tarea de probar como tampoco que
esto implique que los procesos de resoluciéon de
una prueba sean puramente deductivos.

Podemos entonces identificar dos extremos
de un continuo que va desde la posicion total-
mente perceptual, donde no interviene el razo-
namiento, hasta la posicion totalmente formal,
donde se ha eliminado todo referente perceptual
para establecer un discurso tedrico deductivo.
En el amplio espectro entre estos dos extremos
encontramos el espacio de exploracidon y de
creatividad que ha ido constituyendo el trabajo
en geometria escolar.

Como parte de ese esfuerzo de superar las limi-
taciones de la percepcidn, surgio la construc-
cion geométrica. Podemos describirla como
un dibujo técnico, en el que la utilizacion
apropiada de ciertos instrumentos asegura la
adecuacion del dibujo a determinadas propie-
dades. La construcciéon geométrica tiene dos
aspiraciones basicas: asegurar el cumplimiento
de propiedades geométricas buscando superar
las limitaciones de la percepcion necesaria-
mente presentes en el dibujo y lograr una gene-
ralizacién, asegurando la reproductibilidad
del dibujo, tomando en cuenta (Unicamente)
las propiedades fundamentales del mismo
por medio de la utilizacién de instrumentos
técnicos como el compas y la regla. Una cons-
truccidon geométrica se diferencia entonces de
un simple dibujo, legitimando de cierta manera
las conclusiones que pueden sacarse de ella,
pues las propiedades presentes no son resultado
del azar, sino que fueron construidas de manera
explicita, o son un resultado necesario de esa
construccion.

Mas alld de la concrecion de las construc-
ciones realizadas sobre el papel, o en la
pantalla de un computador, tales construc-
ciones desbordan el marco de lo concreto e
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invaden terrenos teoricos. Es decir, las herra-
mientas para producir los dibujos y sus reglas
de uso corresponden a axiomas y teoremas
de un mismo sistema tedrico que no siempre
esta explicito. Dada una construccion, siempre
es posible hallar un teorema que la valida y
establece la “legalidad” de las relaciones entre
los elementos de la figura. Adicionalmente,
las construcciones afiaden elementos concep-
tuales que ayudan a los estudiantes a reconocer
y conectar las diferentes propiedades matema-
ticas necesrias para obtener, por ejemplo, una
figura correcta, y posteriormente justificar por
qué esta correcta.

Alli reside la importancia de la construccion
como motor del pensamiento deductivo, pues
las propiedades explicitamente construidas se
convierten en premisas, siendo las conclusiones
otras propiedades verificadas en la construccion,
pero que de alguna manera son “espontaneas”. En
palabras de de Villiers (1999), el alumno puede
descubrir en la construccidon propiedades que €l
no puso alli, lo cual le permite descubrir que hay
alguna relacion de implicacion entre las propie-
dades que €l puso, y las que descubri6 despues.

Por supuesto, una construccion geométrica sigue
siendo una representacion limitada de un objeto
matematico, limitada por el nivel de precision
de los instrumentos técnicos y por el nivel de
pericia de quien efectta el dibujo. La dificultad
de la utilizacion de la construccién como campo
de reflexion, radica en la dificultad motriz que
conlleva a la utilizacién idonea de los instru-
mentos técnicos. El desarrollo de la habilidad
necesaria consume mucho tiempo, mientras que
el estatuto de dibujo no la justifica como habi-
lidad matematica. Desde este punto de vista, los
programas de computador pueden tomar a su
cargo la precision de los trazados, liberando la
atencion de los alumnos para concentrarla en la
reflexion teodrica sobre los mismos.
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La construcciéon puede constituirse en campo de
exploracion y reflexion, de donde la deduccion
puede nacer y organizarse. Pone en evidencia
propiedades geométricas en juego y las rela-
ciones entre ellas, constituyéndose en la semilla
de la argumentacion. Esta, entendida como
mecanismo para validar afirmaciones dentro de
un contexto, a partir de la formulacién de inferen-
cias de caracter deductivo, da pie a la demostra-
cion, con lo cual las proposiciones geométricas
cobran importancia por el papel que desempefian
en el sistema axiomatico deductivo.

En sintesis, en este capitulo hemos desarrollado
las siguientes ideas:

* Los procesos visualizacion estan determi-
nados por caracteristicas fisiologicas que
favorecen la percepcion de ciertos aspectos
y dificultan otros. De esta manera pueden
resultar un obstaculo para el razonamiento
en geometria, impidiendo la identificacion
de relaciones o componentes claves para
la comprension del problema, o resultar un
apoyo fundamental en dicho razonamiento.

* Los procesos de visualizacidon pueden cons-
tituirse, en si mismos, en una forma de
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razonamiento tanto o mas poderosa que la
justificacion y no asimilable con ésta.

Los procesos de argumentacion pueden
influir nuestra percepcidon visual, permi-
tiendo superar los obsticulos debidos al
funcionamiento fisiologico.

La justificacion puede tomar dos formas: la
argumentacién informal y la argumentacion
formal generalmente de caracter deductivo.

El trabajo complementario entre los procesos
de visualizacion y los procesos de justifi-
cacion puede favorecer una organizacidon
deductiva, pues se evidencian las relaciones
de equivalencia o de inferencia entre distintos
enunciados (por ejemplo: si un cuadrilatero
tiene lados opuestos paralelos, entonces sus
diagonales se bisecan).

Al establecer conexiones entre los procesos
de justificacion y los procesos de visualiza-
cion, el razonamiento deductivo adquiere
sentido para los alumnos como posibilidad
de explicacion, de comprension y de argu-
mentacion.



4.1 ;Qué es un software de
Geometria Dinamica?

A primera vista, un programa de geometria
dindmica es un editor grafico que da la posi-
bilidad de dibujar diagramas geométricos en la
pantalladel computador. Pero enrealidad esmas
que un simple editor en el que el usuario puede
agarrar con el raton un elemento del diagrama
y arrastrarlo en la pantalla: el diagrama se
redibuja de manera continua conservando
intactas las relaciones geométricas que hayan
sido declaradas en su construccidon, asi como
todas las propiedades geométricas implicitas
en ella. Asi, la naturaleza de las figuras que se
hacen en un entorno de geometria dindmica es
diferente a la de los dibujos que hacemos con

papel y lapiz.

Existen diversos programas de Geometria
Dinamica, con diferencias sustanciales de
funcionamiento, calidad grafica, precision
matematica y costos. Entre estos progrmas
estan Cabri Géometre, Geometre Stketch Pad;
Regla y Compds y Cinderella. Para las acti-
vidades del proyecto utilizamos el programa
Cabri Géometre, integrado en la calculadora TI
92, y en adelante cada vez que nombramos la
Geometria Dindmica nos referiremos a dicho
programa, sin excluir la posibilidad de que otros
programas tengan las mismas posibilidades.

.La construccién de una figura en Cabri
Géometre, por ejemplo, se hace mediante la
utilizacion de herramientas para crear elementos

POTENCIAL DIDACTICO DE LA GEOMETRIiA DINAMICA
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geométricos bdasicos como puntos, rectas o
circunferencias y otras construcciones que se
realizan sobre estas, como rectas perpendicu-
lares, bisectrices, simetrias, entre otros.

4.2 Caracteristicas fundamentales de
software de Geometria Dinamica

Las principales caracteristicas del medio geomé-
trico dindmico son las siguientes:

a. La capacidad de arrastre (dragging) de las
figuras construidas que favorece la busqueda
de rasgos que permanecen vivos durante la
deformacion. La diferencia fundamental entre
un entorno de papel y lapiz y un entorno de
geometria dindmica es precisamente el dina-
mismo. Como las construcciones son dinamicas,
las figuras en la pantalla adquieren una tempo-
ralidad: ya no son estaticas, sino moéviles, y por
lo tanto sus propiedades deberan estar presentes
en todas las posibles posiciones que tomen en
la pantalla.

Con esta opcion, es posible reconocer los inva-
riantes de una construccion, segun si el arrastre
conserva las propiedades matematicas de dicha
construccidén o no. Tomemos como ejemplo la
construccién de un cuadrado. Si planteamos
esta tarea a los alumnos en el entorno de papel
y lapiz, existen dos comportamientos diferentes
que desembocan en un dibujo perceptivamente
correcto:
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e El alumno puede utilizar su idea prototipica |WWE?T§@@

de cuadrado y reproducir una forma que
imita ese prototipo.

e El alumno puede utilizar sus conocimientos
sobre las propiedades de un cuadrado
(4ngulos rectos, segmentos congruentes)
para hacer la construccidon usando los instru-
mentos de trazo. HAIN DEG ATD FOHE

En clase de geometria el profesor buscaria
privilegiar la segunda estrategia, pues responde

a una interpretaciéon matematica. Sin embargo, Iiln-nﬁ—mf—r; - - WW]
sera dificil para €l identificar el primer proce- [ il L AN L v |y S =

dimiento (a menos que haya presenciado el
trabajo) y convencer al alumno de la invalidez

del mismo, dado que el resultado es visualmente
equivalente.

Miremos ahora esta misma tarea en un entorno

de geometria dindmica. Una primera opcidn |mam BEGIALTD ENRE .
seria sefialar cuatro puntos sobre la pantalla,

que puedan servir de vértices de un cuadrado

y trazar los segmentos que los unen (Figura

11).

||Fii IFE |F3E jli'i E |i5_,.ﬁ' |FE"|-| B e 1]
- - | - . "l g'-a - __.I-: -

MAIN DEG ALTO FLKC
| | .
FAIN DEG ALTO FLNC Figura 12
Figura 11 Si realizamos la construccion atendiendo a la

perpendicularidad y congruencia de los lados y
Pero, aunque la construccion parezca correcta, realizamos la misma operacion de deformacion,
cuando sometemos esta figura a la prueba del observamos que la propiedad de ser cuadrado se
arrastre, vemos que la propiedad “ser cuadrado” mantiene; ser cuadrado es una propiedad inva-
no se mantiene (Figura 12). riante (Figura 13).
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Figura 13
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Esta constatacion tiene un gran potencial didéc-
tico pues permite que la exploracion de los
estudiantes se circunscriba a las propiedades
que definen y caracterizan los (nuevos) objetos
matematicos.

Asi, lacapacidad de arrastre de los objetos de una
construccion favorece la busqueda de propie-
dades de la figura, que permanecen ‘“vivas”
durante la deformacién a la que sometemos
la figura original. Estas son las propiedades
geométricas genuinas. El objeto geométrico
queda definido entonces por dichas propie-
dades. Hay una ganancia didactica inmediata:
quien explora en un ambiente dindmico, tiene
a mano un instrumento para reconocer patrones
de comportamiento invariantes. Ellos pueden
conducir a consolidar un conocimiento mate-
matico en construccion.

Decimos entonces que la geometria dindmica,
instalada en un ambiente computacional, se
coloca a medio camino entre el mundo sensible
(perceptible por los sentidos), en este caso
esencialmente visual, y el mundo matema-
tico (o esencialmente abstracto). Es decir, al
mismo tiempo que traduce de manera visual un
universo tedrico, gracias a la manipulacién de
objetos virtuales en la pantalla, responde a ese
conocimiento tedrico organizado en una estruc-
tura axiomatico deductiva.

b. El uso extensivo de locus (lugar geométrico)
y trace (huella que deja una figura geométrica
cuando se le arrastra) que permite visualizar y
descubrir hechos geométricos.

Supongamos que queremos saber cudl es la
huella que deja un punto sobre una circunfe-
rencia (en la figura 14 el punto X) cuando ésta
rueda sobre una recta.
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Figura 14

Al ponerle tinta o generar la traza del punto X y
mover el punto M sobre la recta, se genera el lugar
geométrico conocido como cicloide (Figura 15).
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Asi, no tenemos que imaginarnos la huella. El
programa nos permite visualizar el comportamiento
del puntoy “descubrir” a partir de la visualizacion,
regularidades geométricas de el movimiento.

¢. La animacion de figuras permite presenciar el
proceso constructivo de un hecho geométrico.

Dibujemos un punto F libre. Construyamos un
segmento, un punto M sobre él, una perpendi-
cular al segmento por el punto M y la mediatriz
del segmento FM.

Al animar el punto M moviéndose sobre el
segmento se presencia el proceso constructivo
de una parébola (Figura 16)
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Figura 15 Figura 16. Proceso constructivo de un hecho geométrico



Es claro que estas caracteristicas (entre muchas
otras) incorporadas al medio dindmico CABRI
GEOMETRE, nos van a permitir una explo-
racion geométrica mucho mas a fondo que la
posible con la regla y el compas clasicos. Bajo
las deformaciones convenientes que se hagan,
usando el movimiento en nuestro plano geomé-
trico, podremos apreciar propiedades inva-
riantes dificiles de apreciar con otros medios.

4.3 Principios fundamentales para
trabajar con Geometria Dinamica

La diferencia fundamental entre un entorno de
papel y 1apiz y un entorno de geometria dina-
mica es precisamente el dinamismo. Como las
construcciones son dindmicas, las figuras en
la pantalla adquieren una temporalidad: ya no
son estaticas, sino moviles, y por lo tanto sus
propiedades deberan estar presentes en todas las
posibles posiciones que tomen en la pantalla.
Decimos entonces que en la base de cualquier
uso de la geometria dinamica deben estar dos
principios fundamentales: dudar de lo que se
ve, y ver mas de lo que se ve.

- Dudar de lo que se ve significa no tomar por
verdaderas relaciones percibidas en una imagen
estatica, sino tratar de confirmar su invariabi-
lidad durante el arrastre.

- Ver mas de lo que se ve significa estudiar una
figura para tratar de descubrir relaciones que no
estan presentes a simple vista. Esto es posible
enriqueciendo la figura con construcciones
auxiliares, marcas y mediciones, lo que consti-
tuye un verdadero trabajo de experimentacion.

A continuacién ejemplificaremos estos dos
principios.

En la pantalla de una calculadora podemos
observar la figura 17.
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Figura 17

Si nos limitamos a consideraciones visuales,
exclusivamente, diremos que la recta es
tangente a la figura (parece que solo la toca en
un punto). Pero, ;acaso ese hecho visual es un
hecho geométrico? Debemos comprobar que lo
que vemos en la pantalla es una relacion entre la
circunferencia y la recta, que no se destruye al
modificar mediante el arrastre la circunferencia
o la recta. Podemos modificar la posicion de la
circunferencia arrastrandola por su centro. Al
hacerlo, si observamos que la recta se despega
de la circunferencia, comprobamos que la
situacion ilustrada en el dibujo anterior era solo
aparente (Figura 18): no se habia llegado a ella
como resultado de una construccidon geométrica,
sino tan solo acercando entre si los dos objetos
geométricos considerados. Este ejemplo ilustra
el principio de dudar de lo que se ve.
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Figura 18

Para aplicar el segundo principio, ver mas de
lo que se ve, podemos buscar una construccion,
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a partir de relaciones, que resista el arrastre.
Si se construye una circunferencia, un punto
sobre ella y una recta que pase por ese punto,
puede moverse la recta de manera que parezca
tangente, o de manera que se evidencia que es
secante. Si trazamos el radio correspondiente al
punto sobre la circunferencia, podemos intentar
ver mas, para encontrar una relacion geométrica
que se cumple cuando la recta es tangente. Al
considerar el radio, puede verse que al acer-
carse a la posicion de tangencia, la recta parece
perpendicular a él (Figura 19).
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Figura 19

Podemos entonces utilizar esa relacion para
construir la tangente: construimos la recta
perpendicular al radio que pasa por el punto
sobre la circunferencia, y desplazamos de
nuevo el punto para ver si la relacion de
tangencia se mantiene o se destruye con el
arrastre (Figura 20).
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Figura 20

Estos dos principios recogen, de manera impli-
cita, el trabajo fundamental en geometria
escolar: el cuestionamiento de los datos reci-
bidos de la percepcion, y la intervencidon del
razonamiento como herramienta para superar
las ambigiiedades y obstaculos de la misma.

Ahora veamos cOdmo estas caracteristicas de un
software de geometria dindmica como Cabri
facilitan y potencian el aprendizaje de la geome-
tria.

4.4 Aspectos especificos del potencial
de la geometria dinamica para
el desarrollo del pensamiento
geomeétrico

A continuacion profundizaremos en algunos
aspectos centrales del potencial de la geome-
tria dinamica. Ilustraremos de qué manera se
favorece la articulacion entre los procesos de



visualizaciéon y de produccion de enunciados
geométricos, daremos argumentos relativos a la
importancia de las construcciones geométricas
dindmicas para generar comprension geomé-
trica, mostraremos cOmo contribuye a generar
una dindmica de exploracion, sistematizacion
y validaciéon de enunciados geométricos y
daremos algunas ideas para ilustrar el potencial
en la modelacion y simulacion de fendmenos
de otros campos cientificos y otras areas de las
matematicas.

4.4.1 Articulacion entre procesos de visua-
lizacion y procesos de justificacion.

Como lo resaltamos en el capitulo anterior, el
aprendizaje de la geometria implica el desarrollo
de habilidades visuales y de argumentacion.
Mas atn, para lograr un aprendizaje signifi-
cativo, es necesario construir una interaccion
fuerte entre estos dos componentes, de manera
que el discurso tedrico quede anclado en expe-
riencias perceptivas que ayuden a construir su
sentido, y a su vez las habilidades visuales sean
guiadas por la teoria, para ganar en precision y
potencia.

Los aspectos de percepcidon visual y justifi-
cacion, en geometria, mantienen relaciones
complejas de complementariedad y oposi-
ciéon a la vez. Este hecho conduce a que en
ocasiones una pueda ser obstaculo para la
otra o, por el contrario, pueda ser un apoyo
indiscutible. Al hacer una reconstruccién
histdrica de las actividades humanas relacio-
nadas con la geometria se puede apreciar que
los problemas ligados a la percepcidon visual
y su articulacion con el discurso matematico
preocuparon durante muchos siglos a los mate-
maticos, que buscaron insistentemente, bajo el
paradigma griego, encontrar un fundamento
exclusivamente racional a la geometria, pres-
cindiendo asi de la percepcion visual. Este
trabajo enfrentd muchos fracasos a lo largo
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de la historia, debido a la estrecha relacion
entre la percepcion y el razonamiento, aunque
finalmente Hilbert logré formular la estructura
axiomatica de la geometria independiente-
mente de toda percepcion.

Una alternativa razonable consiste en
comprender las relaciones y mutuas influen-
cias entre los procesos de visualizacion y los
procesos de organizacion discursiva de hechos
geométricos para estrechar sus lazos, de manera
que puedan superarse los obstaculos que repre-
sentan tales relaciones y se logre un aprendizaje
significativo. El trabajo complementario entre
los procesos de visualizacidon y la elaboracion
de discursos puede favorecer el pensamiento
deductivo, pues se evidencian las relaciones
de equivalencia o de inferencia entre distintos
enunciados y asi la deduccion adquiere sentido
para los alumnos como posibilidad de explica-
cion, de comprension y de argumentacion. Es
alli donde el trabajo en geometria dindmica
cobra gran significado.

La visualizacion ha sido un tema estudiado
intensamente por la didactica desde el arribo de
la tecnologia informaética, con capacidades de
graficacion, a los sistemas educativos. Cuando
se explora un problema escrito en el lenguaje
verbal, o modelado a través de expresiones
simbolicas, relacionando dichas formas de
representacion con los fenémenos visuales que
aparecen en la pantalla de un computador, se
abren nuevas oportunidades para el aprendizaje
al ampliar las experiencias posibles de los estu-
diantes.

Sin embargo, no cualquier implementacion de
la geometria dinamica en la ensefianza conduce
automaticamente a la articulacion entre la visua-
lizacién y la justificacion. Por ejemplo, cuando
se emplea el software para ilustrar visualmente
las relaciones expresadas por las proposiciones
geométricas, se consigue una economia en el
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tratamiento de la proposicidon, reduciendo su
estudio a una observacion visual global de ésta,
lo cual genera un efecto contraproducente en la
ensefianza: la geometria de la constatacion de
hechos. Este tipo de ostensidon reduce la acti-
vidad del alumnos a comprobar una serie de
hechos, sin desarrollar un verdadera indagacion
sobre los mismos. En un esquema de trabajo
como este, el profesor propone una figura con
la cual los alumnos trabajan para “descubrir”
una propiedad. El alumnos sigue las instruc-
ciones dadas por el profesor (tomar medidas,
hacer construcciones, etc) hasta lograr “ver” la
relacion buscada, que luego es enunciada por el
docente.

Por el contrario, el potencial didactico de la
geometria dinamica va mas alld de su poder
ilustrativo. Se trata de problematizar la visuali-
zacion, hacerla operativa, de manera que surja
de manera natural la necesidad de explorar,
conjeturar, predecir, verificar. La elaboracion
de proposiciones geométricas adquiere sentido
para los alumnos al responder a esa necesidad
explicativa de los fendmenos observados. Pero,
(coémo problematizar la evidencia visual dado
que precisamente por su caracter de evidencia
se resiste al andlisis? La geometria dindmica
nos pone a disposicion de un medio idoneo para
esta problematizacion: el arrastre. Dado que
solo las relaciones geométricas se mantienen en
el movimiento, mientras que las caracteristicas
meramente perceptuales se destruyen, se intro-
duce un criterio de validez que responde a la
vez a a la necesidad de construir enunciados y a
la evidencia visual.

Enun entorno computacional, una vez elaborada
una figura geométrica, ciertos objetos pueden
ser manipulados directamente en la pantalla
mediante el arrastre y otros no, segln las rela-
ciones estructurales que se generan al construir
la figura. Esto ocurre sin alterar las relaciones
geométricas entre las partes constitutivas. Por
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ejemplo, en la figura 21 se puede apreciar una
circunferencia y una recta que aparentemente es
tangente a ella. S6lo hasta superar la pruebas del
arrastre podemos afirmar que realmente existe
un punto en comun entre estos dos objetos
geométricos.
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Fig. 21

Silo que tenemos ahoraes unarecta “realmente”
secante a la circunferencia en los puntos Ay B
(figura 22) podemos arrastar el punto A hasta
hacerlo coincidir con B. Durante el proceso, la
relacion geométrica entre la recta t y los puntos
Ay B no se altera: t esta determinada por los
puntos A 'y B. Podemos visualizar entonces que
la aproximaciéon de A hacia B transformara a
dicha recta en una tangente a la circunferencia,
pero las relaciones entre los puntos Ay By la
circunferencia no se alteran. El movimiento
efectuado nos permite “ver” una recta tangente
como el caso extremo de una secante en el limite
propiciado por el acercamiento.
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Los dibujos dindmicos ofrecen fendmenos
visuales mas fuertes que los dibujos estaticos.
Una propiedad espacial puede surgir como inva-
riante en el movimiento, lo cual puede ser impo-
sible de percibir en un dibujo estatico. En este
caso, puede pasar desapercibido por ejemplo,
que una recta siempre pasa por un punto dado.
Asumimos que en este tipo de tareas el entorno
de software da mas importancia a la observa-
cion visual y por lo tanto puede obligar a los
alumnos a explicar por qué obtienen tal o cual
fenémeno visual.

Actividad para el aula

Para ejemplificar las ideas anteriormente
expuestas se puede realizar la siguiente acti-
vidad, propuesta por Duval.

Estudie la relacion entre las dreas de los rectan-
gulos ABCE y AGHI de la figura 23, cuando el
punto A se desplaza a través de la diagonal del
rectangulo.

Al mover el punto A se observan invariantes
fundamentales para identificar visualmente la
relacion solicitada.

G
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Fig. 23
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4.4.2. Diferenciacion entre dibujo y objeto
geométrico

Al estrechar los lazos entre la visualizacion y
la justificacion, los programas de geometria
dinamica contribuyen a crear un puente entre
el dibujo (producido utilizando unicamente
ajustes perceptivos) y el objeto geométrico que
dicho dibujo representa (producido con base
en relaciones geométricas). La dificultad para
hacer esta distincién ha sido explorada como
una de las fuentes de inhibicion del desarrollo
del pensamiento geométrico. Por ejemplo,
al proponer a los alumnos la exploracion de
las relaciones entre un angulo exterior de un
tridngulo y cualquiera de los angulos interiores
no adyacentes, el profesor — con inusitada
frecuencia — se apoya en un dibujo como el de
la figura 24.

Se trata de probar que P < o. Después de
quedar perplejo al escuchar a su profesor, el
estudiante se pregunta: ;jno es obvio que [ es
menor que o, dado que [ es un angulo agudo
y o uno obtuso? El estudiante no capta la gene-
ralidad del argumento del profesor y el profesor
no siempre es consciente del “ruido” que ese
dibujo introduce a su argumento.

Fig. 24



PENSaMiENTO GEOMETRICO Y TECNOLOGIAS COMPUTACIONALES

Si en lugar de ello se presenta la construccion
de la figura 24A y se sugiere al alumno mover
el vértice B podremos comprobar que lo que
vemos en la pantalla es una relacion geomé-
trica, que no se destruye al modificar mediante
el arrastre, la forma del triangulo.

HMAIY DEG AUTO FUMC

Fig. 24A

Esta exploracion, que podemos implementar en
el medio geométrico propio de Cabri, contiene
el criterio fundamental para distinguir entre
“dibujo” y “objeto geométrico” sobre el cual
consideramos necesario insistir:
geométrico es tal, cuando es capaz de pasar el
test del arrastre.

un hecho

En sintesis, en un entorno de geometria diné-
mica los objetos visibles en la pantalla no son
representantes individuales, instanciaciones
unicas de conceptos generales (como en el caso
de un dibujo en el papel), sino que guardan en
si mismos esa generalidad, gracias al arrastre
que permite con un solo trazado obtener una
multiplicidad de imagenes segun la diversidad
de posiciones que pueden ocupar en la pantalla.
Por ejemplo, un triangulo no es un caso posible
de triangulo, sino que al desplazar sus vértices
en la pantalla abarca en un solo objeto, todos los
casos posibles de triangulos que pueden dibu-
jarse. De esta manera, la invariabilidad de las
relaciones se vuelve perceptible, pues es algo
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que se conserva con el arrastre. Asi, las caracte-
risticas de una figura geométrica no son simples
resultados de una disposicidn perceptiva de una
forma prototipica, sino que son verdaderos
invariantes.

Actividades para el aula:

En Cabri se pueden presentar figuras como las
siguientes para verificar si las caracteristicas
geométricas que se enuncian son verdaderas o
falsas.

* Determinar si larecta/ es paralela a larecta
m (figura 25).

Estudiar si las rectas p y g son perpendicu-
lares (figura 26).

Evaluar si las dos circunferencias son
tangentes entre si (figura 27).

Analizar si los dos cuadrilateros son simé-
tricos (figura 28).

Determinar si el tridngulo ABC es equilatero
(figura 29).

Analizar si el hexagono ABCDEF es regular
(figura 30).

MAIN DEG AFFROH FUMC

Fig.25
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Fig.30

" "'E?l'jﬁ.q:- vBE | 4.4.3 La problematizacion de las construc-

ciones geométricas

El papel que juegan las construcciones geomeé-
tricas realizadas en el entorno de geometria
dindmica es fundamental, pues se convierten
en los objetos de “experimentacion” sobre la
teoria, sin utilizar de manera directa el discurso,
contribuyendo a superar uno de los obstaculos
principales del aprendizaje de la geometria,
como es, la superacion de las tensiones entre
los procesos de visualizacion y su potencial
heuristico en la resolucidon de problemas y los
procesos de justificacidon y su potencial pedago-
gico para dar sentido a la organizacién deduc-
tiva del conocimiento matematico.

Para aprovechar ese potencial, no basta con
proponer a los alumnos una construccion. Es
necesario que la tarea de construccién sea un
problema en cuya solucién pongan en juego sus
conocimientos previos y las posibilidades del
software.

Producir un dibujo en Cabri Géometre que
preserve propiedades espaciales durante el
arrastre, requiere el uso de propiedades geomé-
tricas para su construccion, y descalifica los
procesos de ensayo y error controlados Unica-
mente de manera perceptiva. Un proceso de
construccioén en Cabri Géometre “a ojo” deja
de satisfacer las condiciones cuando se mueve



PENSaMiENTO GEOMETRICO Y TECNOLOGIAS COMPUTACIONALES

uno de los objetos de base. La tarea requiere
el uso de relaciones geométricas y no sélo una
percepcion visual de estas, como en el entorno
de papel y lapiz.

Por ejemplo, en un ejercicio propuesto por
Laborde y Capponi (2000) en el que se pidio a
alumnos de grado octavo que construyeran una
recta paralela a otra recta dada (d) y que pasara
por un punto dado P usando Unicamente bisec-
triz, simetria axial o simetria central se detecto
la siguiente secuencia de estrategias:

- Inicialmente, los estudiantes emplearon estra-
tegias puramente visuales que fueron desca-
lificadas por ellos mismos casi de inmediato
por no pasar la prueba del “arrastre”.

- Luego, hicieron uso de de la simetria central
en forma espontanea tomando los puntos
simétricos de P por dos puntos tomados como
centro, sobre la recta d.

Al usar las herramientas geométricas, sin una
intencion definida, los alumnos produjeron una
paralela pero que no pasaba por P. Observaron
que esa recta siempre era paralela a d incluso si
arrastraban P (figura 31).
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- Finalmente realizaron una composicidon
de simetria axial y simetria central (figura
32). Hallaron el punto P/ simétrico de P
respecto de la recta d y luego el simétrico de
P1I respecto a un punto A4, cualquiera sobre

la recta d. Lo novedoso en esta respuesta es
el uso de una secuencia de transformaciones
para obtener la propiedad solicitada.
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Fig. 32

El hecho de que la simetria axial pueda ser utili-
zada para obtener una recta perpendicular a una
direccion es una aplicacion interesante no usual
en el entorno de papel y lapiz. Incluso, algunos
alumnos pueden sorprenderse al observar que
la recta que une un punto y su imagen por una
simetria axial es perpendicular al eje de sime-
tria. I[gualmente, el hecho de usar una composi-
cion de una simetria axial y una simetria central
también es novedoso; generalmente estas
composiciones se usan en las demostraciones de
teoremas pero no como herramientas de cons-
truccidn para producir una figura geométrica.

Lo que reafirma este tipo de experiencias de
clase es que las opciones que brinda el software
juegan un rol importante en el transcurso de una
estrategia a la otra: el modo arrastre descalifico
las estrategias puramente visuales pero también
posibilité que los alumnos descubrieran un inva-
riante espacial: el paralelismo, cuando usaron
las herramientas espontaneamente. Como los
alumnos sabian que el fendmenos espacial
que produjeron al azar era resultado del uso de
herramientas primitivas geométricas, estaban
seguros de poder reproducir la figura en cual-
quier momento. Finalmente el hecho de que el
software “sabe geometria” detono la busqueda



de una solucion geométrica. SOlo en ese
momento se enfrentaron realmente a una tarea
geométrica: jcomo reproducir ese invariante
espacial con la condicion adicional de que la
linea pasara por P? Para lograrlo, tuvieron
que analizar el procedimiento llevado a cabo
espontdneamente, andlisis que los condujo a
comprender por qué este procedimiento produce
una recta paralela.

El ejemplo anterior muestra que la posibilidad
de hacer construcciones en el computador o en 1
a calculadora ofrece la oportunidad de vincular
procesos discursivos que hacen parte del
dominio tedrico de la matematica con procesos
visuales, no s6lo de manera pasiva (como en una
pelicula), sino de manera operativa (la construc-
cion se usa como herramienta de solucion de un
problema).

Actividades para el aula

* Dibuje un segmento A4B. Construya un
segmento congruente con AB e identifique
qué propiedades geométricas se conservan
al efectuar movimientos de los objetos de la
construccion.

* Construya un segmento y dividalo en tres
partes iguales.

» Construya dos tridngulos congruentes que
soporten la congruencia ante cualquier movi-
miento de los objetos de la construccion.

* Dado un segmento AB y un punto M cons-
truya un tridngulo tal que M sea corte de las
mediatrices.

= Dados tres segmentos 4B, CD y EF, cons-
truya un triangulo de forma que 4B y CD
sean dos lados y EF sea la mediana sobre el
lado AB.

= Dados dos segmentos 4By PQ, construya
un triangulo rectangulo de forma que PQ sea
la hipotenusa y 4B un cateto.

= Dado un segmento 4B, construya el trian-
gulo equilatero cuya altura sea AB.
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Dados tres segmentos AB, CD y PQ, cons-
truya un triangulo de forma que 4B y CD
sean dos lados y PQ sea la altura sobre el
lado 4B.

Dados tres segmentos AB, CD y PQ, cons-
truya un triangulo de forma que AB y CD
sean dos lados y PO sea la altura sobre el
tercer lado CD.

Dados dos segmentos 4By CD, construya
un triangulo isésceles de forma que 4B sea
la base del triangulo y CD sea su perimetro.
Dados dos segmentos ABy CD y un angulo
0., construya un triangulo de forma que AB y
AB sean dos lados y o sea el dngulo formado
por ellos.

Dadas dos rectas secantes a y b y un punto
libre P, construya un tridngulo equilatero con
vérticesen P, ay b.

Dado un tridngulo 4BC y un punto D sobre
uno de sus lados, construya un tridngulo
equilatero con vértices en D, y los otros dos
lados.

Dados un segmento 4By dos rectas AD y BE
construya un punto C tal que las rectas AD y
BE sean bisectrices del triangulo ABC.

Dado un tridangulo ABC, (i) construya un
tridngulo semejante a ABC cuyo perimetro
sea la mitad del de ABC; (ii) construya un
triangulo cuyo perimetro sea la mitad de
ABC pero que no sea semejante a €l.

Dado un segmento, construya un cuadrado
cuya diagonal sea ese segmento.

A partir de una recta y un punto 4, construya
un cuadrado tal que 4 sea un vértice de un
cuadrado y la recta contenga la diagonal del
cuadrado.

Dado un segmento, construya un rombo cuyo
lado sea ese segmento.

Dados un segmento 4B y un angulo o, cons-
truya un rombo de forma que 4B sea su lado
y o sea uno de sus angulos.

Dado un segmento, construya un cuadrado
cuyo perimetro sea ese segmento.
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Dados dos segmentos construya un rectan-
gulo de manera que esos segmentos sean sus
lados.

Dados dos segmentos, construya un parale-
logramo de manera que esos segmentos sean
sus lados.

Dados dos segmentos 4B y EF, construya
un rectangulo de forma que uno de sus lados
sea AB su diagonal sea EF.

Dado un segmento, construya un trapecio
isodsceles cuya diagonal sea ese segmento.
Dados dos segmentos, construya un trapecio
de manera que esos segmentos sean sus
diagonales.

Dados cuatro segmentos AB, CD, EF y GH,
construya un trapecio de forma que esos
segmentos sean sus lados y que 4B y CD
sean los lados paralelos.

Dado un tridngulo cualquiera, inscriba un
cuadrado en él.

Dado un cuadriladtero ABCD y un segmento
PQ con extremos sobre dos lados adyacentes,
construya un paralelogramo inscrito en el
cuadrilatero, donde PQ sea uno de sus lados.
Dados una recta y un punto exterior a ella,
construya una circunferencia tangente a la
recta con centro en ese punto.

Dados unarectay un segmento, construya una
circunferencia tangente a la recta cuyo radio
tenga la misma longitud que el segmento.
Construya una circunferencia tangente a dos
rectas paralelas.

Construya una tangente a una circunferencia
desde un punto exterior definido de ante-
mano.

Construya una circunferencia tangente a dos
circunferencias con un radio definido que
mide a.

Construya una circunferencia tangente a una
recta que pase por un punto exterior dado y
un punto dado en la recta.

Construya una circunferencia tangente a un
lado de un triangulo y a la prolongacion de
los otros dos lados.
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Dados tres puntos P, Q y R, construya una
circunferencia que pase por los tres puntos.
Dados una circunferencia C, una recta » y un
punto P, dibuje un segmento que tenga como
punto medio a Py sus extremos ency r.
Dados un punto P, una recta » y una circun-
ferencia C, construya un triangulo equilatero
con vérticesen P, r y c.

Dado un tridngulo, construya tres circunfe-
rencias tangentes entre si de manera que sus
centros sean los vértices del triangulo.
Dadas dos rectas, construya una circunfe-
rencia tangente a ambas rectas.

Construya el centro de una circunferencia.

¢ Construccion de figuras en Cabri Géometre,
con trayectorias impuesta.

Como las figuras geométricas del entorno Cabri
Géometre son de naturaleza dinamica, las tareas
de construccion pueden enriquecerse agre-
gando algunas condiciones al comportamiento
que deben satisfacer. Para hacerlo, se requiere
el analisis de las figuras en Cabri Géometre en
términos de grados de libertad, lo que se cons-
tituye en una tarea diferente de las tareas de
construccion tradicionales. Las condiciones de
puntos fijos y moviles también puede requerir
una construccidon en diferente orden y por lo
tanto usar propiedades geométricas diferentes.
Este es el caso en la tarea del tridngulo equila-
tero, en la que se pide comenzar, de manera muy
desacostumbrada, por el centro del tridngulo.

Actividades para el aula

Construir un tridngulo equilatero que rote
alrededor de su centro al arrastrarlo de cual-
quiera de sus elementos de base.

Construir un rectangulo tal que al arrastrar
unicamente uno de sus vértices se convierta
en un cuadrado.

Construir un cuadrado que se agrande o
achique, pero no se pueda rotar.



¢ Macro construcciones y Cajas Negras en
Cabri Géometre

Es sabido que al alterar los instrumentos dispo-
nibles en un entorno de papel y lapiz se modi-
fican las herramientas conceptuales que se
ofrecen a los alumnos, como por ejemplo las
propiedades geométricas usadas para hacer
construcciones. En un entorno de geome-
tria dindmica es posible no s6lo modificar las
herramientas primitivas disponibles para los
alumnos, mediante la posibilidad de configurar
los ments, restringiendo las opciones que estan
a disposicion de los alumnos, sino crear nuevas
herramientas que a su vez producen nuevos
objetos mas complejos. Por ejemplo, en la tarea
de verificar el Teorema de Pitagoras, es posible
hacer uso de una macro — construcion cuadrado
para construir cuadrados sobre cada uno de los
vértices de un triangulo rectangulo y constatar
la relacidn entre las éreas.

Una aplicacién pedagdgica interesante de
las macros, es la produccion de cajas negras,
macros que producen un determinado resultado
en la pantalla, que se debe analizar para descu-
brir y reconstruir el proceso de construccion de
la macro, ¢ identificar relaciones invariantes en
la figura.

Estas tareas incluyen, tanto la interpretacion de
figuras construidas en el software de geome-
tria dindmica en términos geométricos, como
su reconstrucciéon por medio de herramientas
primitivas geométricas del software. A partir
de una figura previamente realizada en Cabri
Géometre, figura que los estudiantes no saben
como se construyd y de la cual no tienen acceso
a su reconstruccion se les pide reconstruir el
mismo dibujo, es decir, hacer una construc-
cion geométrica que se comporte de la misma
manera cuando se arrastra, que la original. Las
tareas de de cajas negras no pueden realizarse
en un entorno de papel y lapiz porque un dibujo
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no transmite informacion sobre las relaciones
entre sus partes.

El siguiente es un ejemplo de experimento con
caja negra con alumnos de grado noveno (fig.
33) La caja negra esta constituida por un para-
lelogramo ABCD y una figura central EFGH.
Los alumnos deben ser capaces de construir una
figura central similar, en otro paralelogramo,
PQORS de manera que tenga el mismo compor-
tamiento al arrastrarlo.

F
A B 4 /\ B
G
D C \H/ c
Fig. 33. Dos casos del cabri
dibujo que debe reproducirse

Las cajas negras también pueden usarse para
aprender sobre las transformaciones. Se dan por
ejemplo, dos figuras geométricas, una imagen
de la otra por una transformacion desconocida;
la tarea consiste en encontrar esa transforma-
cion, reconstruir la imagen de la primera figura
y verificar si se obtiene la segunda.

Las situaciones de cajas negras requieren varias
operaciones:

o Laexploracion de la figura desconocida y su
comportamiento al arrastre para identificar
las propiedades geométricas que permanecen
invariantes, y en particular la distincion entre
lo que es contingente y lo que es necesario en
la apariencia visual del cabri-dibujo.

La verificacidon de las propiedades geomé-
tricas que supuestamente se satisfacen
utilizando otras facilidades del software.
Por ejemplo, si tres puntos parecen estar
alineados, los alumnos pueden trazar una



PENSaMiENTO GEOMETRICO Y TECNOLOGIAS COMPUTACIONALES

recta pasando por dos de ellos y verificar si
esta recta pasa por el tercero al arrastrar.

Estas dos operaciones se basan en una interac-
cion entre procesos de visualizacidon y procesos
de interpretacion matematica para verificar
por ejemplo si dos dibujos permanecen super-
puestos mientras se arrastra la construccion. Por
esto consideramos que este tipo de ejercicios
contribuye a la construccion de relaciones entre
propiedades espaciales y visuales por un lado y
conocimientos geométricos por el otro.

Actividades para el aula

Macro construccion previa: dibuje dos puntos
en la pantalla y construya el simétrico S de uno
de los puntos con respecto al otro. Construya
una recta que pase por los tres puntos y una
perpendicular a ella por el punto S. Oculte la
recta que pasa por los tres puntos y el punto S.
(Objetos iniciales: dos puntos. Objetos finales:
recta perpendicular)

Actividad: Active la macro correspondiente y
reproduzcala construccion, respetando el compor-
tamiento de los objetos de la construccion.

Macro construccion previa: construya un
cuadrilatero inscrito en una circunferencia y
oculte el circulo y el centro. (Objeto inicial:
circunferencia. Objeto final: cuadrilatero).

Actividad: Active la macro y construya un
cuadrilatero que se comporte como el de la
figura, al mover los vértices.

Macro construccion previa: Construya un
cuadrilatero cualquieray unarecta vertical. Halle
la figura simétrica del cuadrilatero, por simetria
axial. Oculte el eje de simetria, el cuadrilatero
simétrico y tres de sus vértices. (Objeto inicial:
cuadrilatero. Objeto final: vértice del cuadrilé-
tero simétrico).
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Actividad: Active la macro correspondiente y
reproduzca el cuadrilatero que se obtiene, de tal
forma que se comporte como el de la figura.

Macro construccion previa: Construya dos
segmentos AP y PC de longitudes m y n.
Sobre una linea recta traslade las medidas de
dichos segmentos de tal forma que el extremo
P de cada uno coincidan. Construya el punto
medio M del segmento AC, la circunferencia
con centro en My radio AM, y la perpendicular
BP a la recta, que pasa por P. Marque el punto
de interseccion de la recta BP con la circun-
ferencia con C y construya el tridangulo ABC.
(Objetos iniciales: segmentos AP, PC y recta.
Objeto final: tridngulo ABC).

Actividad: Active la macro correspondiente y
caracterice el triangulo que se forma. Repro-
duzca la construccion.

Macro construccion previa: Construya un
segmento 4B y un punto libre P en él. Tome
el punto medio M de AB y construya la circun-
ferencia de radio 4M. Trace la perpendicular
al segmento AB por P. Llame C al punto de
corte con la circunferencia y construya el
triangulo ABC. Trace perpendiculares a los
lados del triangulo por el punto medio. Tome
los puntos de corte de las perpendiculares M,
N y construya el cuadrilatero resultante AMNP.
Oculte las construcciones auxiliares de manera
que solo se vea el segmento y el cuadrilatero.
(Objetos iniciales: segmento y punto libre sobre
¢l. Objeto final: cuadrilatero).

Actividad: Active la macro correspondiente y
reproduzca la construccion del cuadrilatero.

4.4.4. Dinamica entre la exploracion y la
sistematizacion

En geometria, un medio como Cabri Géometre
brinda las posibilidades de exploraciéon acerca



de relaciones geométricas. El software se
convierte en un socio cognitivo que acom-
pafa al estudiante en sus indagaciones sobre
los objetos matemadticos, se convierte en un
inspirador de ideas sobre como manipular las
representaciones de los objetos matematicos en
juego y contribuye a darles sentido. El conoci-
miento matematico se situa en el mundo Cabri
Géometre y en él se sientan bases solidas para
comenzar el proceso de descontextualizacién
de las ideas geométricas para generalizarlas en
invariantes que se incorporan en la red concep-
tual. De esta manera se da lugar a la construc-
cion de “teoremas” con las cuales enfrentarse
a la resolucion de problemas.

Los recursos que un medio computacional pone
a disposiciéon de un estudiante estimulan la
construccién de significados. Por eso decimos
que el medio funciona como un soporte para el
establecimiento de conexiones entre fragmentos
de conocimiento. A partir de la experimenta-
cion, los estudiantes son capaces de articular
los resultados de sus exploraciones de manera
tal que estos pueden ser llevados mas alla
del medio computacional o pueden dar lugar
posteriormente a nuevas versiones de un resul-
tado que hacen clara la visibilidad del medio
computacional. Desde esta perspectiva, se trata
de conectar el conocimiento informal del estu-
diante con fragmentos de conocimiento mate-
matico constituyéndose en lo que Niss y Hoyles
han denominados un dominio de abstraccion.

El entorno de geometria dindmica se convierte
entonces en un campo de experimentacion en el
cual los alumnos pueden realizar secuencias de
exploracion, y al interior del cual pueden siste-
matizar sus acciones y sus argumentaciones
para realizar procesos de abstraccion situada.
(esto es posible gracias a la posibilidad de enri-
quecimiento de una figura y la invalidacion de
propiedades no invariantes por el arrastre).

Por ejemplo, ante la tarea de producir un triangulo
rectangulo (Lozano, 2002), un alumno de grado
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octavo observo que un caso particular es la division
del cuadrado por la mitad, en la que se obtienen
dos tridangulos rectdngulos isdsceles (figura 34).
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Apartir de esta constatacion, decidid experimentar
con secciones de distintos poligonos encontrando
que en los poligonos regulares con un ntimero par
de lados siempre era posible encontrar un angulo
recto si se toma como hipotenusa el didmetro de
la circunferencia circunscrita por una diagonal
(figura 35). Gracias a este trabajo pudo llegar a
concluir que todo triangulo inscrito en una semi-
circunferencia es rectangulo (figura 36).
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En el siguiente ejercicio propuesto a estudiantes
de secundaria se observa coémo el software
Cabri Géometre (Moreno, 2002) se convierte
en un dominio de abstraccidon que favorece la
dindmica entre la exploracién y la sistematiza-
cion: se tiene un triangulo equilatero y se toma
un punto cualquiera de su interior y desde alli
se trazan los segmentos correspondientes a
secciones de altura de los lados del triangulo.
Se pide encontrar un punto, en el interior del
triangulo, en donde la suma la suma de los tres
segmentos es la mayor posible. (figura 37).
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Al tener la posibilidad de mover el punto inte-
rior preservando las relaciones estructurales de
la construccion original y, usando la herramienta
de célculo que el programa tiene incorporada,
pueden manipular la construccién y llegar a la
conclusion de que la suma es una constante. La
manipulacién los lleva a constatar, no solo este
hecho sino que la suma de las distancias coin-
cide con la medida de la altura del triangulo.

Mirando las posibilidades de la geometria dina-
mica estudiada en los ejemplos anteriores, en
términos generales, un medio dindmico como
Cabri Géometre nos permite seguir la ruta que
se presenta a continuacion:

Dibujo modificado
por el arrastre

Conocimiento
geométrico
organizado

Captacion de una
propiedad mas general

Objeto geométrico
definido como el
habitat de las
propiedades generales

Enunciado de una
propiedad general

Actividades para el aula

» Formule una conjetura sobre las relaciones
entre las medidas de un angulo ABC y otro
angulo construido a partir de un punto O en
el exterior o en el interior de ZABC'y cuyos
lados son respectivamente perpendiculares a
los del ZABC.

» Explore las posibilidades de construcciéon
de un tridngulo a partir de tres segmentos
iniciales dados. Formule una conjetura
sobre las relaciones entre las logitudes de



los segmentos para que ellos puedan ser los
lados de un tridngulo.

Encuentre una relacion entre la posicion del
ortocentro y el tipo de triangulo.

Construya un segmento AB. Encuentre la
posicion de un punto P tal que A4APB es isds-
celes y rectangulo

Explore los invariantes que le permitan
caracterizar la familia de triangulos ABC que
se forman al construir una recta, un segmento
AB sobre ella, una paralela a la recta inicial
y un punto movil C en ella.

Construya un triangulo ABC y sefiale los
puntos medios de los lados con D, E' y F.
Construya el tridngulo DEF y explore las
relaciones geométricas entre ambos trian-
gulos.

Dados un tridngulo ABC'y un tridngulo UVW
con sus vértices en los lados de AABC esta-
blezca una conjetura sobre las posiciones de
U, Vy W para que el triangulo interior tenga
perimetro minimo.

Determine cuales son los datos minimos para
construir un tridngulo determinado (piense
en las longitudes de las alturas, medianas,
puntos notables, etc.).

Formule una conjetura respecto de las rela-
ciones entre los angulos consecutivos y las
diagonales de un paralelogramo

Formule una conjetura respecto a la longitud
del segmento construido con extremos en los
puntos medios de los lados no paralelos de un
trapecio y la longitud de los lados paralelos.

Formule una conjetura sobre cudl serd la
cuerda que pasa por un punto H localizado
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al interior de una circunferencia tal que el
producto de las longitudes de los segmentos
en que ésta queda dividida por el punto H,
sea el mayor posible.

Dados una circunferencia y dos radios
fijos, establezca un proceso que le permita
encontrar la cuerda que es trisecada por dos
radios.

Explore si la composicion de simetrias es
conmutativa o asociativa (tome los dos ejes
de simetria paralelos, perpendiculares o
secantes).

Explore si la composicidon de traslaciones es
asociativa.

Formule una conjetura que relaciones las
areas o los perimetros de un triangulo equi-
latero y una circunferencia, cuando el trian-
gulo esta inscrito en ella.

Estudie las diferentes posibilidades, segun las
posiciones relativas del angulo y la diagonal,
del rombo formado por un segmento 4B y un
angulo o.

Dadas dos rectas y un segmento, explore en
qué casos es posible construir una circunfe-
rencia tangente a ambas rectas cuyo radio
tenga la misma longitud que el segmento.

Dadas tres rectas, explore en qué casos es
posible construir una circunferencia cuyo
centro esté¢ en una de las rectas y que sea
tangente a las otras dos.

Construya una circunferencia y un punto exte-
rior a ella. Aplique la opcidén Inversion del
menu F5 sefialando la circunferencia y luego
el punto. Formule una conjetura sobre las
relaciones entre el punto inicial, el centro de
la circunferencia y el punto que se genero.
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4.4.5. Lugares Geométricos y curvas nota-
bles de l1a Geometria

La geometria dindmica cambia la forma de la
enseflanza de la geometria. Tanto la practica
educativa como la investigacion, han reco-
nocido que la nueva forma de exploracion
geométrica es diferente a la que se puede
llevar a cabo mediante los instrumentos
clasicos, regla y compas y el razonamiento
“basado en figuras mal dibujadas”. No son
diferencias de apariencia: son diferencias de
fondo.

La dificultad de materializar la graficacion
a partir de la descripcion sintética del lugar
geométrico correspondiente, hace que no se
haya aprovechado la oportunidad de articular
dicha descripcion sintética con su representa-
cion visual. Una forma de aprovechar el dina-
mismo para ensefiar geometria es a partir de la
construccion de curvas como lugares geomé-
tricos. Consideramos que estos acercamientos
constituyen no solo una actividad de gran atrac-
tivo geométrico sino que ademds pueden hacer
ver a los estudiantes las relaciones existentes
entre objetos geométricos que, generalmente,
se estudian de manera aislada. Mostraremos
ahora como pueden llevarse a cabo tales cons-
trucciones, dentro del entorno Cabri Géometre,
construyendo las cdnicas, como lugares geomé-
tricos.

La pardbola se define como el lugar geomé-
trico de los puntos que equidistan de un punto
llamado foco y de una recta llamada direc-
triz. Por la limitacion de las dimensiones de la
pantalla de la calculadora, nuestra directriz sera
un segmento, y notaremos con F' el foco de la
parabola (figura 38).
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Seleccionamos un punto arbitrario 4 en el
segmento, y trazamos por ¢l una perpendicular
al mismo. Como el punto 4 se puede desplazar
a lo largo de nuestra directriz, lo que hay que
hallar son los puntos que equidistande F y de A,
y esos son los que se encuentran en la mediatriz
del segmento que une ambos puntos. En el menu
F4 de la calculadora hallamos el comando nece-
sario para tal construccidon. Si a continuacion
calculamos el lugar geométrico del punto que
es interseccion de esta mediatriz con la perpen-
dicular a la directriz que pasa por F, obtenemos
la pardbola deseada (figura 39).
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La elipse se define como el lugar geométrico de
un punto que se mueve de la manera que la suma
de sus distancias a dos puntos, llamados focos
de la elipse, se mantiene constante. Para realizar
esta construccion en la TI 92, tomaremos una
circunferencia y un punto interior a ella. Ese
punto F2, y el centro de la circunferencia seran
los dos focos de la elipse. Sefialamos un punto
arbitrario en la circunferencia seran los dos focos
de la elipse. Sefialamos un punto arbitrario en
la circunferencia , y trazamos la mediatriz del
segmento que une este punto con el foco F2.
El punto de interseccion de esta mediatriz con
el radio que une el centro de la circunferencia
con el punto que situamos en ella, define la
elipse cuando éste se mueve a lo largo de la
circunferencia. Una apregunta interesante es
Jqué pasa con la elipse cuando el foco F2 se
desplaza? Si hacemos coincidir los dos focos,
observamos como la elipse se convierte en
circunferencia, mientras que arrstramos F2 hacia
el exterior de la circunferencia original, la elipse
se transforma en una hipérbola (figura 40)
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Estas actividades dan idea del gran poder que
poseen estos ambiente de geometria para conso-
lidar y transformar el conocimiento matematico
de los estudiantes, asi como para crear nuevas
relaciones entre piezas de conocimiento ya exis-
tentes, No solo podemos realizar las mismas
tareas que se hacen con papel y lapiz, sino que
ademas ampliamos substancialmente el horizonte
de la creacion geométrica en el salon de clase.

Actividades para el aula

Caracterice el lugar geométrico de los puntos
del plano que equidistan de dos puntos fijos

PyQ.

Caracterice el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan de dos rectas
(estudie los casos, segln la posicion relativa
de las rectas).

Caracterice el lugar geométrico de los
puntos P del plano tales que el d&ngulo APB
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que forman con dos puntos fijos 4 y B es de
90°.

Caracterice el lugar geométrico de los puntos
medios de una escalera recostada sobre una
pared cuando ésta se resbala.

Determine el lugar geométrico del punto
medio de una cuerda AB, cuando B se mueve
alrededor de la circunferencia y 4 queda fijo.

Caracterice el lugar geométrico que resulta
de la siguiente construccion:

Construya unarectady un punto exte-
rior a ella, llamado F

Trace una perpendicular e a la recta d
que pase por F. Marque con G el punto
de interseccion de las dos rectas d y e
Construya el punto medio del segmento
FG y mérquelo con V

Construya un punto I en la semirrecta
GF tal que m(GF) <m (GI)

Con centro en F trace la circunferencia
de radio GI

Trace una paralela m a la recta inicial
d, por el punto I

Construya los puntos de interseccion
de la circunferencia con la recta m
Active la traza de dichos puntos de
interseccion cuando el punto I se
mueve.

= (Caracterice el lugar geométrico que resulta
de la siguiente construccién:

Construya una circunferencia C y un

radio cualquiera de extremo P

Trace una tangente ta la circunferencia

CporP

Tome un punto Q exterior a la recta t

Trace la perpendicular q a la recta t por

el punto Q

Marque el punto de interseccion R de

las rectas ty q

Active la traza de R al mover P
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= (Caracterice el lugar geométrico que resulta
de la siguiente construccion:

Construya una circunferencia C cual-

quiera

Construya una recta horizontal d que

pase por el centro

Marque el punto de interseccion de la

circunferencia C con la recta d

Marque un punto X sobre la recta d

Mida la distancia desde el centro de la

circunferencia hasta X. Esta distancia

representa la longitud del arco de

circunferencia.

Transfiera la medida sobre la circun-

ferencia y llame P al punto de transfe-

rencia

Trace la perpendicular a la recta hori-

zontal por P

Marque el punto Q de interseccion de

las perpendiculares

Construya el segmento PQ y el vector

QX

Traslade el segmento PQ sobre X,

usando el vector QX

Activelatraza del extremo del segmento

trasladado, al mover X.

4.4.6. Uso de entornos de geometria dina-
mica en la validacion

Un entorno de geometria dindmica provee un
contexto de accion y reflexion en el que tanto el
alumno como el profesor tienen nuevas posibi-
lidades expresivas que les ayudan a comunicar
sus ideas y entender el discurso de los demas.
La referencia a la figura supera la ambiguedad
de la percepcion, permitiendo su uso para la
argumentacion y la validacién de conjeturas.

A partir de la dinamica entre la exploracion
y la sistematizacion de propiedades y rela-
ciones geométricas presentes en la solucion
de un problema, se generan argumentos para
comprobar afirmaciones y validarlas dentro del



contexto geométrico en que se trabaja. Estas acti-
vidades conforman parte esencial de la sistema-
tizacion y el refinamiento de la argumentacion
para dar sentido a lo que se entiende en matema-
ticas como sistema axiomdtico y demostracion.
El uso del software se convierte asi en un puente
entre el conocimiento empirico que se valida a
través de la ostension y el conocimiento formal
que se valida a través de la deduccion.

Al poner de presente la necesidad de consti-
tuir dominios de abstraccién en los procesos
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
escolares, se pone en evidencia la necesidad de
replantear la nocion de argumentacidn, pues
¢ésta debe verse como una herramienta eficaz
y confiable para establecer la validez de una
proposicion y no como una serie de enunciados
que se organizan siguiendo un conjunto defi-
nidos de esquemas impuestos por la comunidad
matematica. Dentro de un dominio de abstrac-
cion es posible construir argumentos a favor
de una proposicioén que si bien no constituyen
una demostracion formal, si constituyen, en
el interior del dominio de abstraccidon corres-
pondiente, una argumentacion para resultados
expresados en el lenguaje del medio y cuyo
sentido proviene de él, aunque puedan tener un
nivel de generalidad mayor (Moreno, 1996). Asi
por ejemplo, al trabajar con Cabri Géometre
en un ambiente de resolucion de problemas,
se delimita un contexto cuyos argumentos
provienen del mundo de la geometria dindmica
y los recursos del software. La argumentacion
utiliza la informacion, los hechos aceptados en
el entorno Cabri Géometre y las posibilidades
de construcciéon geométrica constituyéndose
asi en un socio cognitivo que apoya a los estu-
diantes en su paso hacia la formalizacion dentro
de una teoria geométrica. De esta manera se va
construyendo de manera simultdnea la racio-
nalidad matemadtica a partir de un dominio de
abstraccidn y la actividad de validar, que exige
la solucién de un problema.
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Aunque la demostracion, entendida como
mecanismo de incorporacioén de un hecho mate-
matico a una teoria de tal manera que éste sea
resultado de la misma, constituye el método de
validacion por excelencia de las proposiciones
matematicas, el énfasis en las demostraciones
ha comenzado a cambiar en el dmbito educa-
tivo ante el interés por el estudio de las practicas
matematicas que resaltan la importancia de la
argumentaciéon como mecanismo de explica-
cion, verificacidon, constatacion de hechos, y
validacidén, con un sentido de interesar mas
que de formalizar.

Por esto afirmamos que la riqueza didactica
generada por la interaccion con el programa
Cébri Géometre va mas alla de la exploracion
y la comprobaciéon de propiedades. La interac-
cioén con el programa da ideas al aprendiz de
las relaciones implicitas en las condiciones del
problema, de la légica particular de construc-
cion y de los argumentos que se deben usar para
una demostracion formal dentro de una teoria
geométrica. Esta experiencia motiva a estudiar
mas a fondo las posibilidades de formalizacién a
partir de un conjunto de axiomas (proposiciones
implicitas) propios de Cabri Géometre que seran
el punto de partida para realizar un trabajo de
argumentacion y demostracion formal en este
contexto.

Para aprovechar al maximo el potencial del soft-
ware, en actividades de validacion, es necesario
conjugar cuatro momentos estrechamente rela-
cionados que se combinan permanentemente
en el trabajo matematico y que discriminamos
para efectos de claridad en la exposicion de las
ideas: la exploracion, la construccion, la argu-
mentacion y la demostracion. La exploracion
surge al intentar enfrentarse a la solucién de
un problema y que da pie a la formulacion de
conjeturas para generar estrategias de solucion,
la construccion, pone en evidencia las propie-
dades geométricas en juego y las relaciones
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entre ellas, constituyéndose en la semilla de la
deduccion, la argumentacion se constituye en
un mecanismo para validar afirmaciones dentro
del contexto en el que se esta trabajando, a partir
de la elaboracion de inferencias de caracter
deductivo y la demostracion con la cual, las
proposiciones geométricas se incorporan a una
teoria geométrica.

Veamos como un profesor de matematicas se
enfrentd a la solucion del siguiente problema
(Acosta, Camargo, Rodriguez, 2002): Construir
un triangulo equilatero de tal forma que cada
uno de sus vertices esté sobre cada una de tres
rectas paralelas dadas.

El profesor comenz6 su exploracion constru-
yendo tres rectas paralelas a, b, ¢ y un segmento
AB’ de tal forma que A estuviera sobre a y B
estuviera sobre b. Luego construyo el punto C’
de tal forma que el tridangulo AB’C’ fuera equi-
latero (figura 41). Al mover el punto B’ sobre
la recta b, el punto C’se movia en la pantalla,
lo que permitio visualizar relaciones existentes
entre el lugar geométrico de C’, las rectas para-
lelas y el tridangulo equilatero buscado. Aparen-
temente este lugar geométrico era una recta
que cortaba a las otras tres. Ademas, uno de los
vértices del tridngulo buscado debia ser el punto
de corte del lugar geométrico y la recta c.
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Figura 41
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Figura 42

En un instante de la exploracién (figura 42) el
profesor observo que cuando C’estaba sobre la
recta a, B’ parecia estar en el lugar geométrico
de C’, lo que indicaba que el lugar geométrico
de C’debia ser una recta que formaba un angulo
de 60° con las rectas paralelas dadas, pues AB’C’
era equilatero.

Construyo entonces una recta / formando un
angulo de 60° con las rectas paralelas y nombro
con P, P,y C los puntos de interseccion (figura
43). El punto C debia ser uno de los vértices del
triangulo buscado pues correspondia a la inter-
seccion de la recta ¢ con el lugar geométrico de
C.

Fig.43
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El punto 4 del tridngulo que se estaba buscando
debia estar sobre a y ademas P P, debia ser
congruente con P4 (figura 44). El profesor
construyd A sobre a con esas caracteristicas.
Asi, AC debia ser uno de los lados del tridngulo
buscado. Después trazé dos circunferencias con
centros en C'y A4y radio AC, respectivamente.
El punto de interseccion B de estas circunferen-
cias debia ser el tercer vértice buscado (figura

45).
A \
L “
P2 /\3 b
C } C
Fig. 45
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Estos puntos estan alineados

Fig. 46
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La construccion mostraba explicitamente que el
tridangulo ABC era un tridangulo equilatero. Lo
que no sabia con certeza era si B estaba o no en
la recta b. Para argumentar este hecho usé los
recursos del programa Cabri Géometre, acep-
tados como validos en este dominio de abstrac-
cion. Tomo un nuevo punto P sobre b y preguntod
al programa si P,, B'y P estaban alineados. En
efecto, el programa respondi6 que asi era (figura
46).

El profesor se puso en la tarea de demostrar el
hecho de que el tridngulo obtenido al realizar la
construccion en realidad era equilatero. Obser-
vemos que esto no quiere decir que no pudiera
serlo, ya que lo hecho hasta el momento no
deja ninguna duda. El uso de las palabras ...en
realidad... quiere decir que el hecho ya obtenido
se puede incorporar a una teoria geométrica
para que se vea como resultado de la misma.
Lo que hizo el profesor fue realizar una nueva
construccidn, a partir de la evidencia recopilada
en su primer intento, que permitiera una manera
mas sencilla de deducir el hecho de resultados de
una teoria geométrica. La teoria geométrica a la
que nos referimos aqui es cualquiera que acepte
los siguientes hechos como verdaderos, en el
sentido de que se han deducido de un conjunto
de axiomas que no vamos a especificar:

- Lados opuestos de un paralelogramo son
congruentes.

- Diagonales correspondientes de paralelo-
gramos congruentes son congruentes.

Estos hechos se deducen de las proposiciones
que se refieren a la congruencia de tridngulos
a partir de la congruencia de ciertos lados y
angulos correspondientes de los mismos (LAL,
LLL, etc.) y las correspondientes a los angulos
alternos internos formados por una recta que
corta dos paralelas. Al profesor no le interesaba
hacer una demostraciéon con todo detalle del
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hecho, sino mostrar la posibilidad de hacerlo.
La construcciéon que realizd, a partir de la
exploracion que habia hecho inicialmente, es la
siguiente.

\_/
\ "
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Figura 48

La recta k, forma un angulo de 60° con las
rectas a, b, y ¢, y la recta k, forma a su vez
un angulo de 60° con k, (fig. 47). Las rectas
k., k,, k,, y k, se construyeron todas, mediante
paralelismo con k, y k, (fig. 48). Por consi-
guiente, los paralelogramos de la figura 49 son
congruentes, de donde el tridngulo de la figura
50 es equilatero.
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Fig. 50

Examinemos un segundo ejemplo de tarea
geométrica, propuesto a alumnos de grado
noveno: dados un segmento AB y un punto
M cualquiera, construir un triangulo ABC de
manera que el punto M sea el ortocentro.

Esta tarea exige una interpretacion tedrica del
ortocentro, y del significado de las alturas.
Sin embargo, podria trabajarse como tal en un
entorno de papel y lapiz, con la posibilidad de



que los alumnos no partan de un analisis de
las relaciones al interior de la figura, sino que
realicen un dibujo Uinicamente a base de ajustes
perceptivos.

Siguiendo los pasos sugeridos de exploracion,
construccion y argumentacion expondremos las
acciones emprendidas por un estudiante. Inicial-
mente el trabajo consistid en una exploracion
informal de la situacion que lo llevo a construir
de las rectas AM, y BM (figura 51).

B

FMAIM DES AFFRON FUMC

Fig.51

En ese momento crey6 el problema resuelto
pues, para él, el tridngulo AMB era rectangulo
y el ortocentro M estaba situado en el vértice
comun a los catetos. Al comprobar que las rectas
AM 'y BMno eran perpendiculares (con la herra-
mienta de comprobacion del software), optd
por una nueva estrategia, para lo cual, tomo6 un
punto C, al azar, y construyo el triangulo ABC;
luego comenzo6 a desplazarlo por la pantalla para
intentar “cuadrar” a ojo las rectas AM y BM,
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como alturas del triangulo. Esta exploracion lo
condujo a recordar la relacion de perpendicula-
ridad entre la altura y el lado correspondiente,
lo que le dio una via de construccion. Borr6 el
punto C, con lo cual se borraron los segmentos
AC y BC'y construy6 una perpendicular a AM
por B y una perpendicular a BM por A. En el
punto de corte sefialo el vértice C del triangulo
(figura 52). La argumentacion de por qué el
punto C tenia que estar en la interseccion de las
rectas construidas se basd en que el ortocentro
debia estar tanto en la mediatriz de AC, como en
la de BC, por lo tanto en el punto de corte.

i

£

HMAIN DEG AFFROR

Fig.52

En el entorno de geometria dindmica en el que
se trabajo, la tarea puede enriquecerse, pues una
vez terminada la construccion el profesor puede
solicitar a los alumnos arrastrar el punto M para
verificar la invariabilidad de la propiedad (M
ortocentro), o tambien puede pedir buscar las
posiciones de M para las cuales el tridngulo
ABC no existe, y explicar por qué no existe.

El entorno de geometria dindmica permite en
este caso no solo al alumno recibir una infor-
macién perceptiva que le sirve para validar
o invalidar sus acciones, sino también al
profesor expresar en una manera inteligible
para el alumno, una tarea compleja como la
de encontrar casos extremos de una construc-
cion. Esta prolongacion de la actividad seria
demasiado compleja para realizar en papel y
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lapiz, mientras que en un entorno de geometria
dindmica la modificacidn pedida es un simple
desplazamiento de un punto, que produce un
comportamiento inesperado para el alumno:
en algunas posiciones de M, el tridngulo deja
de existir, provocando la necesidad de una
explicacion.

La necesidad de idear una explicacién puede
ser mas fuerte si se pide a los alumnos producir
fendmenos que son imposibles de visualizar.
Preguntas como: ;es posible construir un tridan-
gulo con dos bisectrices perpendiculares o: jes
posible construir un triangulo con dos angulos
obtusos? requieren una demostracion, porque
no es posible obtener un tridngulo que satisfaga
las condiciones pedidas. Probablemente al plan-
tearles este tipo de tareas a alumnos de grados
sexto o séptimo, pueden estas convencidos de la
posibilidad de obtener esos tridngulos y tratan
insistentemente de dibujarlos. Pero después de
varios ensayos infructuosos se dan cuenta de
que puede ser algo imposible y la pregunta por
qué es muy significativa para ellos porque se
basa en su propia experiencia.

Actividades para el aula

Construya un cuadrado y justifique por qué
puede afirmar que lo es.

Pruebe que los segmentos en que quedan
divididas dos rectas intersecantes cuando
son cortadas por tres rectas paralelas, son
proporcionales.

Pruebe que las bisectrices de dos d&ngulos que
forman un par lineal son perpendiculares.

Construya un tridngulo cualquiera y trisecte
los lados. Después, construya los segmentos
formados del vértice a los puntos de trisec-
cion tomados alternadamente (figura 53)
Sefiale los puntos de interseccion de las tres
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lineas y construya el tridngulo que se cons-
tituye con estos. Pruebe que la razén de las
areas del tridngulo grande y el pequefio es
igual a 7.

Construya un triangulo cualquiera. Sobre
cada lado construya un tridngulo equilatero
con su respectivo centroide. Compruebe que
al unir los centroides siempre se forma un
tridngulo equilétero. (;Qué pasa si la figura
inicial es un cuadrilatero?).

FMAIM DES AFFREON FUMC

Fig. 53
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Fig. 54

» Construya una circunferencia y sefiale un
punto P exterior a ella. Construya la tangente
a la circunferencia por el punto exterior Py
llame 7 al punto de tangencia (figura 54).
Construya una secante a la circunferencia
que pase por P. Llame Gy S a los puntos de
corte de la recta con la secante. Pruebe que
TP/SP = GP/TP.



4.4.7. Conexion con otros campos de la
matematica: La modelizacion y la
simulacion

Hemos desarrollado ya ampliamente de qué
manera la geometria dinamica permite el trabajo
simultdneo en el registro figural que activa
procesos de visualizacidn y el registro simbo-
lico que activa procesos discursivos, desarro-
llando la articulacion de los dos. En ese sentido,
aportan elementos valiosos para el aprendizaje
pues, como ya se menciond, es a partir de la
relacion estrecha entre estos registros en donde
reside la posibilidad de aprender geometria.
En esta seccion veremos como el uso del soft-
ware de geometria dindmica posibilita también,
gracias a la toma de datos, la articulacion con
los registros numérico y analitico (algebraico),
ampliando los registros de representacion para
conectar el &mbito geométrico con el métrico, el
variacional y el analisis de datos.

En efecto, el programa Cabri Géometre insta-
lado en calculadoras graficadoras permite desa-
rrollar estrategias de simulaciéon y modelacidn
en la resolucion de problemas. Antes de ejem-
plificar su uso distinguiremos estas dos clases de
procedimientos. Por simulacion estamos deno-
minando una representacion visual de un feno-
meno o proceso con mayor o menor fidelidad
perceptual, sin intervencion del modelo formal
del fenémeno o del proceso. Por su parte, una
modelacion es una representacion formal de un
proceso o de un fendmeno a través de expre-
siones cualitativas o cuantitativas de las rela-
ciones entre variables que describen el proceso
o fendmeno, expresiones que son suscepti-
bles de manipular. Entre estas dos situaciones
extremas hay todo un continuo de situaciones
posibles que combinan en mayor o menor grado
ambos procedimientos (Duarte, 1997).

Si en tareas que combinan procedimientos de
simulacion y modelacion se hace intervenir el
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analisis numérico de datos tomados de una cons-
truccion, se posibilita la creacion de relaciones
entre los registros figural, numérico y analitico.
Veamos un ejemplo resuelto por estudiantes de
grado noveno a quienes se les pidio resolver
el siguiente problema: construir un segmento
AB de longitud 3 cm, colocar un punto P sobre
él y construir un rectangulo cuyas dimensiones
sean las longitudes AP y PB para analizar la
variacion de su drea y elegir e las dimensiones
del rectangulo de mayor drea (Viiias, 2002).

Los estudiantes hicieron la construccion que se
muestra en la figura 55 y comenzaron a explorar
los distintos rectangulos obtenidos a partir del
movimiento del punto P sobre el segmento AB.
Variando la posicidon de P, variaban las dimen-
siones, los rectangulos y sus areas. Empezaron a
conjeturar sobre el rectangulo de 4rea maxima,
segun lo que observaban en la pantalla, llegando
a la conclusién de que este tenia que ser el
cuadrado.

SEGMENTO =, 0o
A F
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Fig. 55

Para confirmar su hipotesis se les pidid que tras-
firieran las medidas del segmento AP y del area
a dos semirrectas perpendiculares que aseme-
jaban un sistema coordenado y que obtuvieran
el punto Q de corte de las rectas perpendicu-
lares a los ejes por los puntos de transferencia.
Al animar el punto P, dejando la huella de Q,
encontraron el lugar geométrico de puntos que
representa la relacion de variacion longitud de
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un lado del rectangulo vs area del mismo (figura
56). Se les solicito explorar las relaciones entre
el punto maximo de la curva y la posicidon de
P en el segmento AB, con lo que llegaron a la
conclusion de que el maximo valor del area se
obtenia en el punto medio del segmento deter-
minado por los puntos inicial y final de la grafica
de la pardbola trazada, es decir cuando P estaba
en el punto medio de 4B.
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Fig.57

Se hizo un registro en el editor de datos, de los
valores de la longitud del lado del rectangulo
y el area del mismo en diversas posiciones del
punto P, con el fin de hacer la representacion
grafica de estos puntos y ver qué similitud guar-
daba esta representacion con la gréfica trazada
por el lugar geométrico (figura 57)

Adicionalmente se les pidié formular algebrai-
camente la relaciéon darea vs lado del rectan-
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gulo y estudiar su representacion simbolica. Al
vincular la ecuacion con los registros graficos,
tabulares y geométricos se dio significado a las
variables en cuestion y se logrd una interpreta-
cion correcta del problema inicial.

De igual manera, pueden realizarse construc-
ciones geométricas que simulan objetos reales
o simplemente figuras tridimensionales, y que
sirven como modelos de exploracion para deter-
minar sus propiedades o las relaciones entre sus
componentes. El hecho de poder manipular los
componentes de la figura por medio del arrastre
y al mismo tiempo realizar mediciones que
pueden ser tabuladas y representadas grafica-
mente, ofrece un gran potencial para conectar los
conocimientos geométricos con conocimientos
numéricos, algebraicos y de las ciencias, con el
fin de estudiar y solucionar problemas.

Por ejemplo, el
problema:

Si se toma una piramide recta con un triangulo
rectangulo isosceles de base, puede inscribirse
en ella un prisma triangular recto que cambia
de volumen dependiendo de su altura. Estudie
la relacion entre el volumen del prisma y su
altura, se puede realizar un modelo en Cabri
que representa el prisma dentro de la piramide,
en el cual puede variarse la altura y observar la
variacion del volumen, como se indica a conti-
nuacion.

para estudiar siguiente

La construccion de la simulacidon parte de la
representacion de la pirdmide en dos dimen-
siones. Para ello se usa una perspectiva isomé-
trica, pues es aquella en la que los segmentos
paralelos a los ejes conservan una misma unidad
de medida. Para visualizar la perspectiva isomé-
trica tenemos que imaginarnos un cubo del
cual se toman tres de sus aristas concurrentes
para representar los tres ejes coordenados en
el espacio. Si nos imaginamos cOmo se veran
estas tres aristas, al colocar el vértice opuesto



frente a si, tendrd una imagen de la perspectiva
isométrica.

Utilizando la herramienta Poligono Regular
construimos un tridngulo equildtero. Luego
trazamos semirrectas desde el centro hacia los
vértices. Asi tenemos la representacion del
espacio (figura 58).

Fig. 58

Fig. 59

Ocultemos el poligono regular y los tres
vértices. Ahora escribamos los nimeros corres-
pondientes a las longitudes de la base y la altura
de la piramide (1,5cm y 2cm) (figura 59). Luego
transfiramos esas medidas a los ejes horizon-
tales y vertical. Finalmente una los puntos con
segmentos y oculte las semirrectas para tener
una imagen de la pirdmide.

Coloquemos un punto H sobre el segmento
vertical para representar la altura del prisma.
Ahora tracemos paralelas a los ejes horizontales
por H. Los puntos de interseccion de esas para-
lelas con las aristas de la pirdmide seran los
vértices de la cara superior del prisma (figura
60).
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Fig.60

Fig. 61

Para encontrar los vértices de la cara inferior
bastard con proyectar esos puntos sobre la
base de la pirdmide (con rectas paralelas al eje
vertical) (Fig. 61)

Tracemos los segmentos correspondientes a las
aristas del prisma, y coloquemos los del fondo
punteados. Ocultemos los objetos intermedios
para obtener la representacion del problema
(figura 62). Movamos el punto H para ver qué
sucede con el prisma.

Fig. 62

Al medir las aristas de la base y la altura para
calcular el volumen del prisma podemos estudiar
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el problema propuesto identificando la varia-
cion del volumen a medida que varia su altura,
registrando en una tabla los datos arrojados
por la simulacidn, buscando el tipo de grafica
que se produciré al relacionar la altura con el
volumen del prisma y encontrando la expresion
algebraica que mejor relaciona el volumen del
prisma y su altura.

En sintesis, al aprovechar las posibilidades de
modelacién y simulacidon se favorecen activi-
dades como la representacion geométrica de
relaciones entre magnitudes, la toma de datos
y graficacion de relaciones entre variables, el
estudio de escalas y otras limitaciones del movi-
miento y la representacion de objetos tridimen-
sionales

Actividades para el aula

= Se desea construir una caja sin tapa a partir de
un trozo rectangular de material, recortando
cuadrados de igual tamafio de las esquinas y
doblando. ;Qué sucede con el volumen de
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la caja a medida que varia el tamafio de los
cuadrados recortados de las esquinas?

Estudie como varia el perimetro de los trian-
gulos con igual area. ;Cual tiene mayor peri-
metro?

Estudie entre todos los poligonos de igual
perimetro, cudl tiene mayor area.

Estudie las relaciones entre los lados de un
tridngulo rectangulo, con un angulo de 45°.

Un pastor tiene tres cuerdas de 10 m para
encerrar un terreno en forma de trapecio de
maxima area, limitado por un lado con un rio.
(Como debe colocar las cuerdas para obtener
la maxima area?

Tome una hoja de papel y doéblela de manera
que una de sus esquinas quede sobre el lado
opuesto; se forma un poligono en la parte
frontal de la hoja. Estudie la variacion del
area de ese poligono a medida que varie la
posicion de la esquina sobre el lado opuesto.



En este capitulo presentaremos algunas activi-
dades disefiadas y puestas en practica por los
profesores del proyecto. Estos ejemplos, mas
que productos acabados, deben verse como
indicadores de un proceso de integracién de
la tecnologia en el saldon de clases y no deben
entenderse como recetas listas para llevar a cabo
en cualquier contexto, asegurando unos resul-
tados determinados. Son fruto del esfuerzo de
profesores de diferentes regiones del pais, que
responden a contextos socioculturales propios
de sus instituciones, por lo tanto, son diversos
en su concepcidn, descripcion y analisis. Sin
embargo, en todos ellos puede apreciarse el
papel protagdnico de la tecnologia.

Nuestra experiencia nos ha mostrado que el
proceso de incorporacion de la tecnologia es
muy complejo y cualquier esfuerzo de unifor-
mizaciéon es contraproducente. La incorpora-
cion de la tecnologia no implica solamente la
utilizacidén de una herramienta nueva, sino una
actitud nueva hacia las matematicas, un cambio
de concepciones y habitos de pensamiento y
de accion, que no puede producirse de manera
mecanica. Este proceso varia de una persona a
otra. Solicitamos entonces a cada lector hacer
una lectura selectiva, tratando de reconocer los
aspectos que podra recuperar y adaptarlos a
su propio contexto institucional y a su propia
evolucion personal.

Las primeras cuatro propuestas tienen en comun
la intencion de mostrar alguna relacion matema-
tica, relacion entre el circulo trigonométrico y la

ALGUNAS EXPERIENCIAS DE AULA CON TECNOLOGIA
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grafica de las diferentes funciones, la relacién
entre areas de poligonos semejantes construidos
sobre los lados de un tridngulo rectangulo, etc.
Constituyen un indicador de la nueva capacidad
expresiva del profesor, quien comienza a utilizar
la tecnologia en sus clases. El software es utili-
zado sobre todo para ilustrar relaciones teodricas
que normalmente se abordan en el curriculo.

Otras caracteristicas importantes son el caracter
lineal de la actividad planificada, una secuencia
ordenada y detallada de acciones y preguntas,
evitando o ignorando cualquier digresion por
parte de los estudiantes; y el cardcter cerrado
de las preguntas planteadas a los estudiantes,
preguntas que suponen una sola respuesta
correcta. Podriamos explicar estas caracteris-
ticas por una intencion de control muy fuerte
por parte del profesor, quien de antemano quiere
llegar a un resultado determinado.

Las hemos colocado como ejemplos de un
primer nivel de integracion de la tecnologia, en
el que el énfasis estd puesto sobretodo en lo que
el profesor puede hacer o mostrar con la tecno-
logia. Veremos en otras propuestas como la
experiencia va generando un cambio de énfasis
hacia lo que el alumno puede hacer o comu-
nicar con ayuda de la tecnologia, y por lo tanto
se preocupan mas por la interaccioén entre los
aspectos visuales y discursivos.

La quinta actividad es emblematica del cambio
de énfasis del que habiamos hablado. Si bien
el profesor inicialmente habia previsto mostrar
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a los alumnos como dibujar el simbolo del yin
- yang con la calculadora, en el curso de la acti-
vidad decide observar lo que los alumnos pueden
hacer con la calculadora. Asi que en lugar de
dar una secuencia detallada de instrucciones,
simplemente plantea el problema de reproducir
el dibujo en la calculadora y toma nota de las
producciones de los alumnos.

En las ultimas cuatro actividades, puede verse
claramente como el papel protagonico lo tienen
los alumnos y no el profesor. Ademas, las acti-
vidades han perdido su caricter lineal, pues
deben contar con las diferentes propuestas de los
alumnos. Esto no quiere decir que el profesor no
pueda prever un desarrollo de la actividad sobre
la base de unos objetivos de aprendizaje, sino
que ese desarrollo es flexible, pues se apoya
sobre todo en lo que los alumnos hacen o dicen
al tratar de resolver un problema. Asi que toda
la actividad se organiza alrededor de unas pocas
preguntas de caracter global. Por su parte, el uso
del software no estd enfocado principalmente
en la constatacion de relaciones visibles en la
pantalla, sino en permitir diferentes acciones de
parte de los alumnos, dando al mismo tiempo
un elemento de validacion o invalidacion de sus
construcciones. Alrededor de esa interaccion de
los alumnos con el software puede organizarse
la tarea de argumentacién, que busca articular
los aspectos discursivos y visuales del conoci-
miento asi producido.

5.1 La construccion de las funciones
trigonométricas

Profesores: Jesus Euler Coral Bernal y Jaime
Oswaldo Enriquez Solarte

Institucion: Institucion Educativa Nacional
Sucre. Ipiales, Narifio.

Grado: Décimo
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Descripcion: La actividad consiste en proponer
a los estudiantes un procedimiento para modelar
la funcién trigonométrica ‘“seno”, para que
ellos, por una via semejante, propongan como
graficar la funcion “coseno”.

Enunciado: A continuacion se encuentran las
instrucciones para graficar la funcion trigono-
métrica seno, en el programa Cabri.

a) Reproducir cada paso para obtener el modelo
de la funcion

b) Escribir las instrucciones para obtener
el modelo de la funciéon trigonométrica
coseno.

Instrucciones para construir el modelo
grafico de la funcion seno

» Activar los ejes coordenados y editar la
unidad, que se transfiere al eje X para cons-
truir en circulo trigonométrico (figura 63)

0.t
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fig. 63

Ubicar un punto, punto movil en el dominio
de la funcion, en el eje X y encontrar las
coordenadas de dicho punto. Transferir la
abscisa al circulo trigonométrico a partir del
punto (1,0) (figura 64)
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figura 64

* Generar la linea trigonométrica del seno y
ubicar el punto de interseccidon de ésta con
una perpendicular al eje X por el punto moévil
en el dominio de la funcién. Hallar el lugar
geométrico que genera este punto (figura
65).

Figura 65
Algunos resultados:
La mayoria de los estudiantes lograron las
siguientes imagenes de la construccion de la
linea trigonométrica del coseno y del lugar

geométrico obtenido (figura 66)
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Funcion Cotangente. (Figura 68)

Dos de los estudiantes, adicionalmente, cons-
truyeron la funcion tangente y la funcién cotan-
gente, de la siguiente forma (Figura 67):

Funcion Tangente
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Actividades complementarias:

Dado el interés generado por las construcciones
realizadas por los alumnos se plante6 la posibi-
lidad de construir las funciones secante y cose-
cante de la siguiente forma:

Funcion secante

Se genera la linea trigonométrica de la secante,
rama positiva, y se la transfiere al eje Y para
luego situarla sobre el punto mévil del dominio
de la funcion. Se halla el lugar geométrico que
genera este punto (Figura 69).
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Luego encontramos la linea trigonométrica de
la secante, rama negativa, de tal manera que
el punto sobre la circunferencia se ubique en el
segundo o tercer cuadrante donde la funcion es
negativa y se la transfiere al eje Y, para luego
situarla sobre el punto mévil del dominio de la
funcién y generar el lugar geométrico (Figura
70)
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Funcion cosecante

Se genera la linea trigonométrica de la cose-
cante, rama positiva, y se la transfiere al eje

Y, para luego situarla sobre el punto movil del
dominio de la funcién y hallar el lugar geomé-
trico que genera este punto (Figura 71).
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Fig. 71

Después encontramos la linea trigonométrica de
la cosecante, rama negativa, de tal manera que
el punto sobre la circunferencia se ubique en
el tercero o cuarto cuadrante donde la funcion
es negativa. Se la transfiere al eje Y para luego
situarla sobre el punto mévil del dominio de la
funcion y generar el lugar geométrico (Figura
72)
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5.2 Generalizacion del Teorema de
Pitagoras

Profesor:  Eugenio Theran Palacio

Institucion: Institucion Educativa Escuela
Normal Superior de Corozal,
Sucre.

Grado: Décimo

Descripcion:

El grupo de estudiantes con los que se trabajo ya
tenian conocimientos acerca del manejo técnico
de la calculadora y de los principales menus del
programa Cabri.

La experiencia se hizo en ocho sesiones de
trabajo de dos horas cada una, bajo la moda-
lidad de taller en la que se trabajaron tres fases.

Primera fase: de trabajo individual haciendo el
transito de la exploracion-construccion-produc-
cion.
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Segunda fase: trabajo grupal, en donde se
presentaron acuerdos y argumentaciones para
tratar de responder los interrogantes planteados
en el taller y

Tercera fase: involucrd la circulacion del saber
construido a través de una puesta en comun a
nivel general, en la que cada grupo expuso sus
conclusiones y recomendaciones, asi como las
dificultades y avances.

Para el buen desarrollo del taller el grupo debe
tener conocimientos basicos en geometria sobre
tridngulos rectangulos, poligonos regulares,
poligonos semejantes; y haber desarrollado
algunos temas de funciones lineales y cuadra-
ticas.

Enunciado:

La actividad se inicia presentando una figura
como la siguiente (Figura 73), en la que la
longitud del segmento AB varia proporcional-
mente al segmento RT. Esta sera la construccion
base para la generalizacion del Teorema de Pita-
goras con distintos poligonos regulares.

Q0. o

HMAIN GED AUTO FUMC

Fig. 73

a) Se plantean los siguientes interrogantes:
;Qué pasa con el triangulo ABC, cuando se
mueve el punto T que estd sobre el segmento
RS?,;qué propiedades quedan invariantes en
el triangulo ABC, al mover el punto T, sobre el
segmento RS?
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b) Sobre cada uno de los lados del tridangulo
rectangulo ABC, construya un cuadrado.

JQué relacion existe entre las dreas del
cuadrado mayor y la suma de las dreas de los
cuadrados menores?

¢) Borre los cuadrados de la figura anterior y
sobre el triangulo rectangulo ABC, con angulo
recto en A, construya triangulos equildteros
y establezca la relacion entre las areas de los
tridngulos. ;Qué sucede con el drea del trian-
gulo equildatero mayor y las sumas de las areas
de los triangulos equildteros menores, cuando
movemos el punto T sobre el segmento RS?
(;Qué relacion se puede establecer entre las
areas de los triangulos equildteros?

d) Borre los triangulos equilateros de la figura
anterior y sobre los lados del tridngulo rectan-
gulo ABC, rectangulo en A, construya penta-
gonos y establezca la relacion entre las areas
de los pentdgonos. ;Qué relacion se establece
entre las dreas de los pentagonos?

e) Borre los pentagonos de la figura anterior y
partir del triangulo rectdngulo ABC, con angulo
recto en A 'y sobre cada uno de sus lados, catetos
e hipotenusa, construya hexagonos. ;Qué rela-
cion existe entre las dreas de estos hexdgonos?

f) Borre los hexdgonos de la figura anterior y
construya sobre cada uno de los lados del trian-
gulo ABC, con angulo recto en A, semicirculos.
Encuentre la relacién que existe entre el area
del semicirculo mayor y la suma de las areas
de los semicirculos menores. Mueva el punto
T sobre el segmento RS y escriba sus conclu-
siones. /Qué relacion existe entre las dreas del
semicirculo mayor y la suma de las areas de los
semicirculos menores?

g) Vuelva a construir cuadrados sobre los
lados del triangulo y tabule los valores del area
del cuadrado construido sobre la hipotenusa



y la suma de las areas de los cuadrados mas
pequetios.?

Observando la tabla estudie qué sucede con
los valores correspondientes con el area del
cuadrado mayor y los valores correspondientes
a las sumas de las areas de los cuadrados
menores.

h) Construya la grafica que relaciona el area del
cuadrado mayor con la suma de las areas de los
cuadrados menores.

- ¢Como estan relacionadas las variables?

- (¢Podria establecer algebraicamente esta
relacion?

- ¢Cudl es la ecuacion que relaciona las
variables: darea del cuadrado mayor y suma
de las dareas de los dos cuadrados menores?

- (A partir de esta ecuacion que se puede
concluir?

Actividades Complementarias:

Silos alumnos detectan la relacion lineal entre el

area del cuadrado mayor y la suma de las areas

de los cuadrados menores, pueden formularse

preguntas como las siguientes, para ampliar el

analisis:

- (¢Cuadl es el valor de la pendiente?

- ¢Cudl es el valor del intercepto con el eje
y?

- ¢Como se interpretan estos valores?

Adicionalmente pueden formularse otras
preguntas para ampliar la exploracidn, como las
siguientes:

- ¢Como estaran relacionadas las longitudes
de la hipotenusa y la longitud del cateto
variable?
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- ¢Como estaran relacionadas la longitud
del cateto variable y el area del cuadrado
mayor?

- ¢Como estan relacionadas la longitud del
cateto variable y la suma de las dreas e los
cuadrados pequeiios?

- (Es posible que el Teorema de Pitagoras se
verifique construyendo poligonos semejantes
sobre cada uno de sus lados?

5.3 Bisectrices e incentro

Profesores: Matilde Velasco Corpus y Jere-
mias Luna Guerrero

Institucion: Liceo Alejandro  Humboldt,
Popayén, Cauca.

Grado: 7°

Descripcion: La propuesta sugiere una explo-
racion de los conceptos de angulo y bisectriz de
un angulo, asi como la deteccion de la concu-
rrencia de las bisectrices de un tridngulo.
Enunciado:

a) Responder
- (qué es un angulo?
- (en qué unidades se miden los dngulo?
- (qué es una bisectriz?

b) Utilizando la calculadora:
- construir un angulo
- determinar su medida
- trazar su bisectriz
- Medir los angulos generados a partir de
la bisectriz y estudiar como son.

¢) Construir un tridangulo y trazar las bisectrices
de sus angulos interiores. Modificar la forma
del tridngulo a partir del movimiento de uno

2 La calculadora permite tabular valores de medidas o célculos a partir de los objetos geométricos, y presentar estos datos en

tablas y graficas para hacer un tratamiento estadistico.
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de sus vértices y estudiar las propiedades de
sus bisectrices.

Algunos resultados

Cuando se solicité a los estudiantes construir y
medir angulos en la calculadora, se observo que
hubo buen desempefio en esta accion. Ademas,
consideramos que tienen buen manejo de este
concepto pues respondieron en forma acertada
la pregunta por el concepto de angulo. Estas son
algunas de las respuestas dadas:

“Un angulo son dos semirrectas unidas por
un punto”.

“Un angulo son dos semirrectas que estan
unidas por un punto y al ver las semirrectas
son infinitas”.

“Angulo es una apertura, que se encuentra
entre dos lineas unidas por un punto
vértice”.

“Es la abertura que hay entre dos semirrectas
que parten de un mismo origen”.

En cuanto al trabajo con bisectrices, una vez
construidos los angulos y trazadas sus bisec-
trices, la gran mayoria de los estudiantes lanz6
hipotesis como:

“Observo un angulo dividido por bisectrices
formando dos angulos”.

“Observo que con la bisectriz podemos
dividir un dngulo en dos angulos iguales”.

Se les pidi6 entonces que comprobaran que
son congruentes y ellos procedieron a medir
los éangulos y hacer afirmaciones como las
siguientes:

“Que el angulo de 90° se ha dividido en
partes iguales de 45° y si fuera de otra
medida ocurriria la misma division en partes
iguales”.
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“Que al trazar la bisectriz en el dngulo, éste
se dividio en dos partes iguales y al medir
estas partes miden igual”.

Consideramos conveniente comentar que dos
de los estudiantes realizaron las siguientes afir-
maciones:

“La bisectriz entonces es una recta que divide
a los dos angulos interior y exterior en partes
iguales”.

“A un angulo se le pueden trazar infinitas
bisectrices, pues cada bisectriz genera otros
dos angulos y asi sucesivamente”.

La ultima afirmacion suscitdé una controversia
pues los demads estudiantes afirmaron que los
angulos sélo tienen una bisectriz y realizaron
cada uno su correspondiente construccion para
intentar convencer al estudiante.

Se continud con la actividad en lo referente a
la construccién de un tridngulo, la construccion
de las bisectrices de los angulos interiores y
la modificacion del tamafio y forma del trian-
gulo a partir del arrastre de uno de sus vértices,
para estudiar regularidades. A la pregunta sobre
lo que observan, respondieron de la siguiente
manera:

“Observo que las tres bisectrices se interceptan
en un mismo punto que se encuentra ahi a
pesar de las modificaciones siguen unidas y
no se salen del interior del tridngulo”.

“Eltridngulo tiene tres bisectrices que dividen
el triangulo en angulos iguales y siempre se
encuentran en un punto de interseccidon sin
tener un cambio”.

“Se observa que por mas que se le de cambio
al angulo las bisectrices no cambian su



medida de angulos y por mas que se vuelva
pequefio el angulo las bisectrices siguen
dentro del angulo las tres bisectrices se inter-
ceptan en un solo punto”.

Lo anterior nos permite observar que los estu-
diantes lograron visualizar que las tres bisec-
trices del tridngulo se intersecan en un mismo
punto y que ese punto siempre sera interior al
triangulo, pero al expresar estas propiedades se
les dificulta la redaccion por el manejo indiscri-
minado de los términos bisectriz, &ngulo, tridn-
gulo y vértice.

En cuanto a la conceptualizacidon del incentro
que era el objetivo central de la actividad, los
estudiantes manifestaron:

“Es el punto por el cual se interceptan tres
bisectrices en el interior de un tridngulo,
ya que el tridngulo tiene Unicamente tres
angulos. El incentro siempre va dentro en el
interior de un triangulo”.

“El incentro es el punto de corte de las bisec-
trices pero el punto siempre permanece
dentro del tridngulo asi se estire”.

“Con este trabajo comprobamos que el
incentro de un tridangulo siempre va a ser
el punto de intercepcion de las bisectrices
trazadas sobre los vértices teniendo en cuenta
que el incentro nunca va a salir de su trian-
gulo no importa que el tridngulo cambie su
tamafo”.

Lo anterior nos permite concluir que se llegd al
concepto de incentro sin mayor dificultad.

Todo el proceso anterior estuvo apoyado por la
calculadora, lo que permitié construir, medir
y modificar las diferentes figuras geométricas
implicadas en el taller.
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5.4 construccion de paralelogramos

Profesores: Nelly Ospina Urquijo y Carlos
Vargas Pazmifio

Institucion: INEM “Francisco José de Caldas”
de Popayan, Cauca

Grado: 6°

Descripcion: Se busca que mediante la actividad

de construccion los estudiantes reconozcan

propiedades fundamentales de los paralelo-

gramos ¢ identifiquen el rectdngulo y el cuadrado

como tipos especiales de paralelogramos.

La actividad tuvo una duracion de 12 periodos
de clase, seis bloques de dos periodos cada
uno. Cada estudiante trabajo a su propio ritmo
y consultd a su profesor las dudas que le iban
surgiendo. Al final de cada clase entregd las
hojas donde hizo sus anotaciones para que el
profesor hiciera un seguimiento de la evolu-
cion del trabajo e hiciera las Observaciones que
fueran pertinentes. Cada dos clases, el profesor
hizo en el view screen las construcciones, para
que aquellos estudiantes que tenian dificultades
con el manejo de la maquina pudieran observar
y sacar conclusiones.

Enunciado:

La actividad tiene como proposito construir
figuras que permitan la aplicacion de conoci-
mientos geométricos estudiados anteriormente,
fomentar la observacion y la capacidad para
sacar conclusiones. Es necesario seguir las
instrucciones que se dan en la guia, observar
con atencion lo que sucede en la pantalla de la
calculadora y escribir las conclusiones en el
cuaderno de matematicas. Esto ayudara a una
mejor comprension.

a) Un cuadrilatero especial.

- Dibuja dos puntos Ay B; y traza por ellos la
recta AB.
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Construye un punto C, exterior a la recta.
Por el punto C traza una paralela a la recta
AB.

Traza la recta BC. ;Como es la recta BC con
relacion a las rectas paralelas?

Por el punto A traza una paralela a la recta
BC y marca con la letra D el nuevo punto
formado.

Utilizando la funcién poligono (F3-4), cons-
truye el poligono ABCD

Empleando la funcién grosor (F7-8) remarca
el poligono ABCD. ;Cudntos lados tiene la
figura que construiste?, ;Qué nombre le
darias a esta figura?

Ahora mueve los puntos A, By C. ;Qué
sucede con las rectas AB y DC? ;Como son
entre si las rectas AD y BC?

(Puedes sacar alguna conclusion acerca de las
caracteristicas de la figura BCD? Escribela en
tu cuaderno.

HMAIM GRED EXACT FUHC

Fig. 74

Un poligono como el del ejercicio
anterior recibe el nombre de
PARALELOGRAMO
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Dibuja, en tu cuaderno, tres paralelogramos
en diferentes posiciones. Escribe lo que
entiendes por PARALELOGRAMO.

Borra la figura que construiste en la calcula-
dora (F1-8) y construye un nuevo paralelo-
gramo PQRT.

Mide la longitud de cada uno de los lados
del paralelogramo que acabas de construir
(F6-1).

Mueve los puntos P, Q y R. ;Se cumplira esta
misma situacidén en otro cuadrilatero cual-
quiera?, ;Qué observas? !Compruébalo!
Escribe la conclusion obtenida.

Borra las medidas de los lados. (F8-7). Mide
los angulos PQR, QRT, RTP y TPR.

Mueve los puntos P; Q y R. {Qué sucede con
las medidas de los angulos? ;Se cumplira
esta misma situacién en otro cuadrilatero
cualquiera? ! Compruébalo!

(Puedes sacar alguna conclusion acerca de
las medidas de los angulos internos de un
paralelogramo? Escribela.

b) Un paralelogramo especial

Borra la figura anterior, traza dos puntos A
y B y construye larecta AB que pasa por los
puntos Ay B.

Por el punto A traza una perpendicular a la
recta. AB. Traza una perpendicular a la recta
AB por punto B.

Mueve los puntos A y B. ;Cémo son entre si
las dos perpendiculares trazadas?

Construye un punto C sobre una de las
perpendiculares y traza una nueva perpendi-
cular por este punto C. Marca con la letra D
el punto de interseccion.

Traza el poligono ABCD y remaércalo
empleando la opcioén grosor.



Mide los angulos ABC y ADC. Mueve los
puntos A; By C ;Qué observas?

(Cémo son entre si las rectas AB y DC?
(Como son entre si las rectas AD y BC?
(Como son entre si las rectas ABy AD?
(Como son entre si las rectas DC y BC?

(Encuentras algin parecido entre esta figura
y la que construiste en el punto 1?7 ;Cual?

Se podria afirmar que el poligono ABCD es
un paralelogramo? ;Por qué?

(Cuanto miden los angulos ABC, BCD, CDA
y DAB?

(Qué nombre le darias a esta figura?

Dibuja en tu cuaderno tres figuras como
¢stas, en diferentes posiciones.

HMAIN
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Fig. 75
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A un paralelogramo construido con la
condiciones con que fue hecho el poli-
gono ABCD, con dngulos interiores
rectos, se le llama RECTANGULO

- ¢Cudl es la condicién mas importante para
que exista un rectangulo?
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¢) Un caso particular de poligono regular
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Construye un poligono regular de cuatro
lados, sefialalo con las letras ABCD.

Mide las longitudes de los lados AB, BC,
CD y DE. Mueve el poligono ABCD. (Qué
observas respecto a las medidas de los lados?
(Se cumplird esta misma situacién en otro
cuadrilatero  cualquiera? Compruébalo!
Escribe las conclusiones obtenidas

Mide los angulos ABC, BCD, CDA'y DAB.
(Cual es su medida?

Mueve el poligono ABCD. (Qué observas
respecto a las medidas de los angulos? ;Se
cumplird esta misma situacion en otro para-
lelogramo cualquiera?.

(Como se llama un poligono regular de
cuatro lados?

Escribe las conclusiones obtenidas acerca de
los lados y angulos del cuadrado

d) Descubre mas propiedades de los parale-
logramos

Construye un paralelogramo cualquiera
ABCD

Traza las diagonales AC y BD.

Marca el punto de interseccion de las diago-
nales con la letra O.

Mide la longitud de los segmentos AO, OC,
DOy OB.
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Mueve el paralelogramo ABCD. ;Qué
conclusion puedes sacar acerca de las diago-
nales de un paralelogramo?

Construye un rectangulo, traza sus diago-
nales, mide sus longitudes.

Mueve el rectdngulo. ;Qué conclusion
puedes sacar acerca de las longitudes de las
diagonales de un rectangulo?

Construye un cuadrado, traza sus diago-
nales.

Mide las longitudes de las diagonales.

Mide los angulos que tienen como vértice el
punto de interseccion de las diagonales.

Mueve el cuadrado. ;Qué conclusion
puedes sacar acerca de las diagonales de un
cuadrado?

5.5 Construccion del Simbolo ying-

Yang

Profesores: Helda Sarmiento y Guillermo
Valencia

Institucién: Colegio de Bachillerato Mascu-
lino, Sabanalarga, Atlantico

Grado: Todos los grados de Educacion
Bésica Secundaria

Descripcion:

El objetivo de la actividad es aplicar conceptos
elementales de geometria como: segmento,
punto medio, arco, simetria, circunferencia,
radio, diametro, circunferencias concéntricas
y circunferencias tangentes, en la construccion
del simbolo del Yin-Yang, mediante el uso del
programa Cabri Geometre.

En lugar de dar una secuencia detallada de
instrucciones el profesor da libertad a los estu-
diantes para reproducir el dibujo.
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Fig. 77

Enunciado:

Construir el simbolo del Ying- Yang, mediante
el uso del programa Cabri Géometre.

Algunos resultados:

Se comenz6 con una puesta en comun sobre
lo que los alumnos habian consultado sobre el
simbolo del Yin — Yang, y todos coincidieron
en que venia de una religién china y que el
Yin o principio femenino, regula la tierra,
la oscuridad, el frio y la humedad. El Yang o
principio masculino, regula el cielo, la luz y el
calor. Cuando estos principios se combinan, se
produce la armonia de la naturaleza. También
se pidi6 a tres estudiantes que dibujaran en
el tablero el simbolo y a todos se les hizo la
siguiente pregunta: /qué elementos geométricos
podian ser utilizados para su construccion?, a lo
cual todos contestaron que circunferencias.

Luego, con base en los elementos basicos de
la geometria ya estudiados, y haciendo uso del
programa de Cabri, se les pidid que realizaran
una construccion del simbolo del Yin — Yang.
Estas son algunas de las construcciones reali-
zadas:
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Algunos estudiantes utilizaron ademés de la
circunferencia varios segmentos (ver figura
78), otros utilizaron una circunferencia y un
arco (ver figura 79), una circunferencia y dos
arcos (ver figura 80), y cinco circunferencias,
de las cuales dos pares son concéntricas, y dos
segmentos (ver figura 81).

A los estudiantes que hicieron la figura 78 se
les dijo que arrastraran uno de los extremos del
arco y que contaran qué sucedia, después de
hacerlo, ellos respondieron “se daria el simbolo,
porque el arco se deforma”.

A los estudiantes que hicieron la figura 79 se
les solicitd hacer lo mismo y contestaron: “al
arrastrar, los arcos se salian de la circunfe-
rencia y se perdia la figura del simbolo.

A los estudiantes que trabajaron con la figura
80 se les pidio explicar qué intentaban hacer
con esa construccion y ellos respondieron:
“estamos tratando que los ojitos (el centro de
cada circunferencia) del simbolo quedaran en
la misma direccion y a la misma distancia”

Por ultimo el estudiante que estudio la figura 81
dijo que habia hecho esta construccion “porque
se veian mejor los ojitos del simbolo y al darle
animacion a uno de los extremos del segmento
las circunferencias pequeiias no se salian de
la mayor y se conserva la construccion”. Los
compafieros que habian trabajado con arcos,
le sugirieron que trazara arcos en la parte infe-
rior de la circunferencia mayor y entre las dos
circunferencias tangentes, de tal forma, que al
ocultar éstas circunferencias y darle grosor a los
arcos se visualizara el simbolo del Yin —Yang
(figura 82).
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De esta forma se llegd a la construccion.
Durante este desarrollo los estudiantes demos-
traron tener claro los elementos basicos de la
geometria antes estudiados, ya que los argu-
mentos utilizados para explicar cada paso que
hacian eran validos y muy bien fundamentados.
Ademas tuvieron la capacidad de proponer al
compaiiero de la figura 90 la forma de terminar
su construccion.

5.6 Construccion del rectangulo
Profesor:  Mario Cardona Castafio
Institucion: Escuela Normal Superior del
Quindio, Armenia, Quindjio.
Descripcion:
La propuesta pretende aprovechar la actividad
de construccion para lograr la conceptualizacion
del rectdngulo como una figura geométrica.
Enunciado:
Construir un rectangulo, usando las herra-
mientas de Cabri, que conserve sus caracteris-
ticas al ser sometido al arrastre.

Algunos resultados:

a) Acciones previas
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Enlos cursos anteriores, los alumnos ya habian
incursionado de manera exploratoria en el uso
de Cabri, pero habian trabajado muy poco los
contenidos de geometria que tradicionalmente
hacen parte del curriculo. El trabajo previo en
Cabri les permitié familiarizarse rapidamente
con el entorno, especialmente con las herra-
mientas de construccion y con las herramientas
de medida.

En una exploracion acerca del conocimiento
que los estudiantes tenian sobre las diferentes
clases de cuadrilateros, se reflejo gran defi-
ciencia, tanto en el reconocimiento perceptivo
e identificacion de cada uno de ellos, como en
la comunicacidn escrita de procedimientos. Fue
necesario realizar unas acciones previas, con el
fin de garantizar que los estudiantes conocieran
los elementos para abordar las actividades de
construccidn en Cabri, tales como la identifica-
cion de las diversas clases de cuadrilateros, las
nociones de paralelismo y perpendicularidad,
el seguimiento de instrucciones y la comunica-
cion escrita de los procedimientos de construc-
cion empleados

b) La construccion del rectangulo en el entorno
Cabri

Se consideré importante conocer inicialmente
las estrategias que los estudiantes empleaban
para trazar rectangulos valiéndose de lapiz y
papel y de herramientas de dibujo.

La mayoria de los alumnos trazd los rectangulos
usando rectas horizontales y verticales sin hacerlo
explicito al comunicar los procedimientos e hizo
énfasis en dos lados largos iguales y dos lados
cortos iguales. Por esto estaban seguros de que
es un rectangulo. Utilizaron escuadras y reglas
para trazar segmentos y en algunos casos para
medir. No utilizaron el compds, ni la escuadra
para trazar perpendiculares. La construccion en
la mayoria de los casos no fue exacta: se hizo de
manera aproximada, “a 0jo”. Unos pocos estu-



diantes relacionaron el rectangulo con angulos
rectos o con angulos de 90°.

Cuando se intentd construir el rectangulo,
haciendo uso del software de geometria dina-
mica Cabri, con la unica condicidn de que sus
componentes pudieran ser sometidos a estira-
mientos, giros y desplazamiento y que siguiera
siendo rectangulo, entonces se trasladaron las
estrategias de construccidon con lapiz y papel al
ambiente Cabri. Veamoslo a continuacion.

¢) Primeros ensayos: Predominio del dibujo

El problema de construir un rectangulo, usando
herramientas de Cabri, que conserve sus carac-
teristicas al ser sometido al arrastre, parece
inicialmente un ejercicio sencillo para los estu-
diantes. Hacen el primer rectdngulo, siguiendo
una estrategia similar a la que emplean con lapiz
y papel. En este intento, la configuracion de la
pantalla ayuda a reconocer lineas verticales y
horizontales (Figura 83).

Trazan un segmento horizontal.

Trazan segmentos verticales a partir de los
extremos del segmento inicial .

Trazan un segmento horizontal por los
extremos de los segmentos verticales.
extremos libres de los segmentos verti-
cales.

X e T2
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Por esta razon, en el primer intento, pocos estu-
diantes hacen uso del paralelismo y la perpendi-
cularidad, asihayan empleado estas herramientas
previamente y tengan alguna familiaridad con
dichas relaciones. Pronto encuentran que esta
construccion no resiste el desplazamiento, o giro
de uno o varios de sus componentes y descubren
que mediante estos tanteos no es posible hacer
la construccidn pedida.

Empiezan la busqueda de soluciones, se ensayan
diversas alternativas que son sometidas a
prueba, se incluye el uso de la opcidn poligono
y/o de rectas horizontales y verticales trazadas
por ensayo y error. Aqui la intervencién del
docente es minima: es el propio alumno quien
con la ayuda de la calculadora somete a prueba
su construccidon y cuando esta convencido de
su solucidn, desafia al docente a desbaratar su
construccién. Se logran construcciones que
conservan sus caracteristicas al ser desplazados
algunos de los puntos libres de la construccion
y esto genera emocion.

d) Un dibujo particular
La construccidon que se presenta a continua-

cion es muy particular, pues parece cumplir las
condiciones establecidas.

Trace una semirrecta horizontal a partir de A
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Fig. 84

FUMC




PENSaMIENTO GEOMETRICO Y TECNOLOGIAS COMPUTACIONALES

Trace dos semirrectas verticales que partan
deAyB

O THIZ RAY

HMAIN EAD AUTO FUMC

Fig. 85

Trace una semirrecta horizontal a partir de C
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Fig. 86

Marque la intersecciéon D.
Una los puntos con poligono y oculte las
semirrectas
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Se obtiene un rectdngulo que puede ser trasla-
dado moviendo el punto A. Se pueden también
desplazar los puntos B y C. Esto permite alargar
o ensanchar el rectangulo modificando una de
sus dimensiones, conservando las propiedades
que lo caracterizan. Pero el uso de las opciones
de desplazamiento (arrastre) de los compo-
nentes del rectangulo no permite girarlo.

Esta construccion, realizada por ensayo y error,
no obliga al alumno a hacer explicita la relacion
de perpendicularidad entre lados contiguos.
Varios alumnos ensayaron soluciones simi-
lares.

Finalmente, se acepta la propuesta, sin someter
a prueba la construccion base, pero se les pide
que traten de hacer la construccion de tal manera
que el rectangulo se pueda girar sin que pierda
su condicion de rectangulo.

e) Aproximaciones a la solucion del problema.
Paso al objeto geométrico.

Los esfuerzos iniciales orientaron a los alumnos
a intuir que las construcciones eran defectuosas
o se “desbarataban”, no porque se separaran las
lineas, sino porque las “esquinas” se deformaban.
En nuestro medio, la mayoria de las esquinas
estdn formadas por paredes perpendiculares
entre si. Empezaron intuitivamente a reconocer
la importancia de los angulos rectos en la cons-
truccion del rectangulo y rapidamente se hizo uso
de perpendiculares y paralelas. Los estudiantes
propusieron las siguientes soluciones:

Primera solucion:
Trace una recta.
Trace una recta paralela a la recta inicial.
Trace rectas perpendiculares a la recta
inicial
Marque los puntos de interseccion de las
rectas trazadas.
Oculte las rectas y una los puntos con
segmentos o poligono



La mayoria explico que el objeto construido era un
rectangulo porque tenia angulos de 90° o angulos
rectos. Ademas, algunos enfatizaron que tenia dos
lados largos iguales y dos lados cortos iguales. En
esta etapa aiin no hacian explicita en sus expli-
caciones el uso de las rectas perpendiculares y
su relacion con los angulos rectos. El comporta-
miento final de la construccion varia, segun si se
traza una de las perpendiculares por el punto base
usado para construir la primera recta. En este caso,
el comportamiento es similar al de la construccion
anterior, pero en cualquier caso no es posible girar
el rectangulo. Una diferencia clave con el proce-
dimiento resefiado en el apartado anterior, es la
construccion base. La primera no resiste desplaza-
mientos, esta ultima si. Los puntos siguen siendo
los vértices de un rectangulo.

Los estudiantes rapidamente establecieron que si la
construccion parte de un segmento se podra girar
el rectangulo, trasladarlo y ampliarlo o reducirlo.

Segunda solucion:
Un rectangulo que se puede girar, trasladar y
modificar su tamafio
Trace un segmento.
Trace rectas perpendiculares al segmento por
sus puntos extremos
Trace una recta perpendicular a una de las
perpendiculares trazadas anteriormente.
Marque los puntos de interseccion de las
rectas trazadas.
Oculte las rectas y una los puntos con
segmentos.

HMAIN GRED AUTO FUHC

Fig. 88. Construccidn inicial
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Fig. 89. Construccion modificada

Ya en este momento del trabajo los alumnos
reconocen que el objeto construido es un rectan-
gulo porque tiene los angulos rectos o de 90°,
algunos incluso los miden.

En la puesta en comun y ante la pregunta por
qué esos angulos siempre son rectos, o de 90°,
se reconoce su relacion con rectas perpendicu-
lares, ya que las rectas perpendiculares forman
angulos rectos. La gran mayoria empieza a
abandonar la idea de un rectdngulo como un
objeto de dos lados largos iguales y dos lados
cortos iguales.

Finalmente los alumnos establecen que hay
diferentes formas de construir un rectangulo
en el entorno Cabri, aunque la mayoria de las
propuestas usaron segmentos y rectas perpen-
diculares, se hizo poco uso de las rectas para-
lelas.

En esta etapa del proceso los alumnos sefialan
que un rectangulo es:

Un cuadrilatero con cuatro dangulos rectos.
Una figura de cuatro lados con dngulos de
90°.

Un cuadrilatero con lados contiguos perpen-
diculares.

Y adicionalmente reconocen que los lados
opuestos son paralelos y de igual medida.
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f) Una nueva solucion: Un rectdngulo inscrito.

Algunos estudiantes tratan de construir un
rectangulo a partir de una circunferencia usando
la opcion poligono regular, pero abandonan
la idea, dado que resulta un cuadrado, aunque
reconocen en él angulos rectos. La idea de lados
largos iguales y de lados cortos iguales aun esta
presente.

Luego ante el comentario de uno de los profe-
sores segun el cual él tenia una construccion de
un rectangulo a partir de una circunferencia, los
estudiantes retoman esta alternativa y proponen
algunas construcciones.
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Fig. 90. Opcidn poligono regular
y construccion de un cuadrado
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Fig. 91. Construccién de un rectangulo inscrito

Los estudiantes exploran la construccién y
encuentran que los vértices del rectangulo
siempre estan sobre la circunferencia, aparece
la idea de rectangulo inscrito y ademas se justi-
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fica que la construccion da lugar a un rectan-
gulo porque los cuatro angulos son rectos. De
manera muy intuitiva, algunos alumnos argu-
mentan que el cuarto angulo, CDA, que aparece
al hacer la construccién, es recto porque esta
formado por rectas perpendiculares, otros lo
miden y les da 90°.

Al trazar la diagonal encuentran que ésta pasa
por el centro de la circunferencia; la diagonal es
diametro de la misma.

Actividades complementarias
a) Generacion de nuevos interrogantes.

Esta construccion genero los siguientes interro-
gantes:

(Qué pasa si se traza un angulo con vértice
sobre la circunferencia y cuyos lados pasen
por los extremos de un diametro de la
misma?

Esta pregunta llevo a la idea de dngulo inscrito
y en particular que en este caso estamos ante
un angulo recto. Esto confirma que la cons-
truccion propuesta arriba es un rectangulo. Sus
cuatro angulos tienen vértice sobre la circun-
ferencia y los lados de cada uno de ellos pasan
por los extremos de un didmetro de la circun-
ferencia.

= ;Qué significa que un punto sea centro de un
rectangulo?

Esta pregunta llevd a la idea de centro de sime-
tria del rectangulo.

Finalmente se concluy6 en la puesta en comun
que un rectdngulo también es un cuadrilatero
inscrito en una circunferencia y cuyas diago-
nales son diametros de la circunferencia.



En actividades posteriores se revisaron otras
opciones de construccion y se hicieron nuevas
propuestas. Esta experiencia permitid avanzar
en la construccion de cuadrados y rombos, con
varias propuestas vélidas en cada caso y con
poca inversion de tiempo.

b) Afianzando el concepto de rectangulo. De
regreso a las perpendiculares y paralelas.

Luego de abordar diferentes alternativas para la
construccioén de cuadrados y rombos los estu-
diantes trabajaron la siguiente situacion:

Utilizando segmentos y unicamente perpendi-
culares o unicamente rectas paralelas construir
si es posible, un rectangulo, un rombo y un
cuadrado.

Después de varios intentos, se presentan las
primeras propuestas, algunas de ellas fallaron, y
finalmente los estudiantes sacan las siguientes
conclusiones:

» Si trazamos un cuadriladtero usando rectas
perpendiculares, este sera siempre un rectan-
gulo.

» Si trazamos un rectangulo usando rectas
paralelas, debemos usar al menos un par de
rectas perpendiculares.

= El rectangulo es un paralelogramo con
angulos rectos.

¢) Relacionando el rectangulo con sus compo-
nentes.

Cuando se construyeron los diversos parale-
logramos, se establecieron algunos conceptos
sobre cada uno de ellos y se caracterizaron
sus elementos. Con respecto al rectangulo los
alumnos sefialaron:
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» Los lados opuestos de un rectangulo son
paralelos y de igual medida.

» Las diagonales de un rectangulo se cortan en
su punto medio y son de igual medida.

* Los lados consecutivos de un rectangulo son
perpendiculares entre si.

* En un rectangulo los angulos tienen igual
medida.

» La mediatriz de un lado del rectangulo es
mediatriz del lado opuesto.

» [Las mediatrices de un rectdngulo son perpen-
diculares entre si.

= [as mediatrices se intersecan en el centro del
rectangulo.

= [ as mediatrices determinan cuatro rectan-
gulos de igual tamafio.

Como se observa en las tres ultimas conclu-
siones, en el proceso de exploracion los estu-
diantes avanzan hasta encontrar regularidades
que con lapiz y papel no lo hubieran hecho.
Sobre las bisectrices de los angulos del rectan-
gulo se obtienen conclusiones que se pueden
entender mejor si se verifican usando un soft-
ware de geometria dindmica. Al respecto, los
alumnos encontraron:

= Las bisectrices de los angulos consecutivos
de un rectangulo son perpendiculares entre
si.

= Las bisectrices de los d&ngulos opuestos de un
rectangulo son paralelas entre si.

= [as intersecciones de las bisectrices de un
rectangulo, determinan un cuadrado.
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Fig. 92

Algunos estudiantes empiezan a preguntar como
es posible justificar las anteriores conclusiones
sin ayuda de la calculadora. Se empiezan a inte-
resar por la prueba.

Observaciones y conclusiones

= Ante el problema de construir un rectangulo
que conserve sus caracteristicas al desplazar
alguno de sus componentes, la estrategia
inicial de ensayo y error asociada a las ideas
iniciales que poseen los alumnos, se ve faci-
litada por la amigabilidad del software y la
resolucion de la pantalla. Pero es ese mismo
software quien invalida estas estrategias de
ensayo y error o de construcciones a 0jo.
Esto no seria posible con lapiz y papel. El
software permite hacer, modificar y rehacer
rapidamente las construcciones.

* En el proceso de exploracion inicial, se
encontrd que existen diferentes formas
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de construir rectdngulos e igualmente se
establecieron relaciones entre el rectan-
gulo y sus elementos y entre los elementos
mismos: lados consecutivos perpendi-
culares, lados opuestos de igual tamafio
y paralelos. Incluso se establecieron
unas primeras relaciones de manera muy
informal con los paralelogramos y los
cuadrados, las cuales fueron abordadas en
sesiones posteriores.

Las estrategias exitosas, en la mayoria de
los casos, se asociaron con una discrimina-
cion inicial de algunas de las caracteristicas
del rectangulo, basicamente de los angulos
rectos (esquinas) y su relacidon con las rectas
perpendiculares.

La consolidacion del concepto de rectangulo
se vio favorecida al construir los demas para-
lelogramos. Esto no sélo afianz6 la carac-
terizacion inicial, sino permitié establecer
relaciones entre sus elementos.

Los estudiantes que asistieron regularmente
a las clases, avanzaron de una percepcion
inicial del rectangulo como una totalidad,
a su caracterizacion y establecimiento de
relaciones entre sus elementos (relaciones
interfigurales), hasta el establecimiento de
relaciones con otros cuadrilateros (relaciones
interfigurales) e incluso algunos empiezan
abordar las pruebas informales.

La puesta en comun resultd de vital impor-
tancia para poner de manifiesto las difi-
cultades presentadas, confrontar diferentes
puntos de vista y someter a analisis diferentes
alternativas. Esto favorecidé a los alumnos
rezagados, quienes recibieron una retroali-
mentacion oportuna, poniendo a prueba con
ayuda de la calculadora, sus propuestas y las
de sus compaifieros.



= La comunicacién de procedimientos y resul-
tados por parte de los estudiantes, evidencid
avances ya que en el ambito del aula de
clase, el alumno es motivado a comunicar
a otros los procedimientos y los resultados
obtenidos. Algunos llevan notas personales
a pesar de que no se exige y normalmente
se recogen algunas producciones escritas al
finalizar cada sesion.

El empleo del software permite realizar un
disefio de actividades orientadas hacia la
exploracion, prediccion, establecimiento de
invariantes y verificacion de propiedades y
relaciones entre los elementos de los objetos
geométricos, destacando los aspectos que
son relevantes de los que no lo son.

5.7 Construccion de un Triangulo
equilatero

Profesor:  Fernando Angulo Diaz
Institucion: Institucion Educativa
Maria Mallarino
Noveno

Manuel
Grado :
Asesoria y acompafiamiento:

Profesor Diego Garzon. Instituto de Educacion
y Pedagogia. Universidad del Valle.

Descripcion:

Se intenta generar un ambiente de situacion
problema en el que la actividad central es la
busqueda de una estrategia de construccion.
Enunciado:

Se tienen tres circunferencias concéntricas. Cons-

truir un tridangulo equilatero, de modo que cada
vértice esté sobre una de las circunferencias.
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Aspectos del disefio de la Actividad:

Estaactividad se divide en tres partes: la primera,
en la que trabajan los grupos de estudiantes en
la exploracion y comprension del enunciado
de la situacidon problema propuesta (términos
desconocidos, datos explicitos y condiciones
del problema). Una vez los diferentes grupos
tienen la suficiente claridad sobre el problema
a resolver, empiezan a trabajar en alguna estra-
tegia de solucion, preferiblemente sin interven-
cion del docente.

Luego de esta primera parte, la actividad se
centra en el uso de la calculadora, donde los
estudiantes tienen la posibilidad de explorar
una gama de posibilidades que ofrece las herra-
mientas del programa Cabri. Una vez que han
realizado sus respectivas construcciones, tratan
de poner en evidencia las propiedades geomé-
tricas en juego y las relaciones entre distintos
elementos u objetos geométricos. En esta
segunda parte, el trabajo del docente se centra
en detectar qué herramientas son las que mas
utilizan los estudiantes, qué fortalezas y/o
dificultades comienzan a presentarse, si hay
problemas de manejo de la calculadora, sobre la
implementacidn de estrategias poco eficientes, si
hay obstaculos que impiden la puesta en escena
de una de las fases de la estrategia trazada o
si se presenta un uso adecuado o nulo de los
conceptos o procedimientos previos perti-
nentes ( el uso de macros y lugar geométrico).

Sin descalificar el trabajo de los distintos
grupos, se hace indispensable el buen manejo de
las preguntas por parte del docente, el ponderar
fortalezas o hacer caer en la cuenta de incohe-
rencias, baches en las construcciones que han
realizado y en las inferencias o resultados obte-
nidos por los estudiantes.

En esta parte del trabajo es fundamental que
los estudiantes le saquen el maximo provecho
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al dinamismo del ambiente Cabri, que imple-
menten las consignas que enmarcan la explora-
cion de una figura o construccidon (dudar de lo
que se ve, ver mas de lo que se ve, enriquecer
la figura y explicar las relaciones encontradas).
Para esta actividad es vital el uso de macros,
que facilitan y agilizan el trabajo (macro para
construir un tridngulo equildtero a través de
los puntos iniciales y la macro para construir
una circunferencia a través de tres puntos) y el
arrastre de puntos libres que permiten visualizar
el lugar geométrico de un punto al “materia-
lizar” la trayectoria de otro punto determinado.

Una vez se tengan avances significativos o
resultados consolidados por parte de algunos
grupos, se pasa a la tercera parte, que corres-
ponde a la socializacidn del trabajo. Se presenta
la solucion que se hallé enfatizando en la estra-
tegia que se utilizd, en los obstaculos que se
encontraron y en la forma como se superaron.
Finalmente se presenta la secuencia organizada
de las construcciones basicas y auxiliares, nece-
sarias para solucionar eficazmente el problema.
En esta puesta en comun se realizan los aportes
del grupo y se hacen los ajustes pertinentes.

Para cada actividad o problema propuesto en
clase, cada grupo debe crear un archivo donde
quedan grabadas las construcciones realizadas
y los respectivos resultados obtenidos, ademas
deben entregar un registro por escrito donde
aparecen los siguientes puntos:

e Interpretacion del problema.

e Exploraciones preliminares y/o bosquejo de
la estrategia a implementar.

Aspectos relevantes durante el desarrollo de
la actividad.

Presentacion de la solucion obtenida. En el
caso de problemas de exploracion geomé-
trica, debe presentarse, ademas de la respec-
tiva construccion, la secuencia de los pasos
de la misma.
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Algunos resultados:

En su mayoria, los alumnos de grado noveno,
que participaron en esta experiencia, traba-
jaron el afio anterior con las calculadoras. En
las clases se habian trabajado dos problemas
afines: el primero era el de inscribir un tridn-
gulo equildtero en dos tridngulos acutangulos,
uno equilatero y el otro isosceles; y el segundo
consistia en inscribir un cuadrado en un trian-
gulo equilatero. Ambas actividades fueron
propuestas para abordar la estrategia de debi-
litar las condiciones del problema, que consiste
en satisfacer algunas condiciones del problema
inicial para luego arrastrar uno de los puntos
que cumplan tal condicién y observar qué
ocurre con el punto que no lo cumple, verificar
la conjetura con el uso del lugar geométrico y
luego con alguna construccidon auxiliar deter-
minar la interseccion de dicho lugar geométrico
con el objeto geométrico pertinente para poder
solucionar el problema en cuestion.

Después de un par de minutos, en los cuales
cada subgrupo leyé el enunciado de la situacion,
la comentaron y analizaron. Se hizo un sondeo
rapido para verificar si el problema estaba lo
suficientemente claro o si era necesario realizar
algunas precisiones individuales o en grupo. Se
constatd que en general el problema fue clara-
mente comprendido.

Cada subgrupo comenzo a explorar el problema.
Mas o menos el 30% parte de la estrategia de ver
el problema resuelto, para ello primero cons-
truyen un tridngulo equilatero y luego, marcando
un punto O, construyen las tres circunferencias
concéntricas, de tal manera que los vértices
del triangulo tengan sus vértices sobre las tres
circunferencias respectivamente. En esta explo-
racion inicial observaron que hay dos circunfe-
rencias con radios de medidas cercanas y una
con un radio mas pequefio, arrastraron uno de
los puntos iniciales y modificaron el tamafio



del tridangulo a la vez que se modificaban los
respectivos radios de las circunferencias.

Los otros grupos, mas o menos el 70%, comen-
zaron a abordar directamente el problema,
trazando las tres circunferencias concéntricas;
de ese porcentaje solo aproximadamente la
cuarta parte les trazd en primera instancia,
los respectivos radios y unas cuantas parejas
ademas de trazarlos también les calcularon sus
respectivas medidas.

Una vez trazadas las tres circunferencias, Cl1,
C2 y C3; C1 la de radio menor, C2 con radio
medio y C3 la de radio mayor; la mayoria de
los grupos pusieron en practica la estrategia de
debilitar el problema. Trazaron un segmento
AB, A sobre C3 y B sobre C2, y emplearon
una macro para construir un triangulo equila-
tero a partir de A 'y B como objetos iniciales.
El vértice C, en un alto porcentaje, parecia no
pertenecer a Cl. Arrastraron el punto B alre-
dedor de C2, quedando inmdvil el punto A y
gracias a la visualizacidn que ofrece el ambiente
al arrastrar puntos libres observaron que el lugar
geométrico que describia el punto C, parecia
una circunferencia. Tal conjetura tomo fuerza
al marcar la traza que dejaba el punto C. Luego
emplearon la herramienta de lugar geométrico y
corroboraron que dicha circunferencia se inter-
sectaba con C en dos puntos, en consecuencia
habria dos soluciones distintas.
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Fig. 93

75

PRIMERAS EXPERIENCIAS DE AULA CON TECNOLOGIA DE DOCENTES DEL PROYECTO

Al intentar determinar los puntos de inter-
seccion del lugar geométrico y Cl, estos no
podian ser determinados, luego era necesario
reconstruir dicho lugar geométrico con alguna
construccion auxiliar. Varias parejas recor-
daron que una circunferencia queda determi-
nada por tres puntos. Por lo tanto, trazaron
tres tridngulos equilateros, dejando el punto A
fijo y variando el punto B para obtener los tres
triangulos equilateros ABC, AB'C" yAB'C"",
donde C, C' y C"’ debian pertenecer al lugar
geométrico encontrado. Solo cuatro parejas en
lugar de arrastrar el punto B lo hicieron con
el punto A, dejando inmovil a B y hallaron el
lugar geométrico del tercer vértice C, dandoles
dicho lugar geométrico distinto a los demas
grupos pero igual de valido para solucionar el
problema.

a7

FMAIM GRD AFROY FUHC

Fig. 94

Conociendo C, C'y C'', y utilizando una
macro (dados tres puntos iniciales se cons-
truye la circunferencia que pasa por ellos)
trazaron la circunferencia C4 correspondiente
al lugar geométrico en cuestion y pudieron
encontrar los dos puntos de interseccion de
C4 y Cl1 (Py P"). Cuatro parejas se perca-
taron de que C4 parecia de igual tamafio a C2,
midieron los respectivos radios y verificaron
tal conjetura.
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Tomando A, P y A, P° como objetos iniciales
respectivamente (A C3 ,Py P’ C1)y empleando
la macro para trazar triangulos equilateros, cons-
truyeron los tridngulos APB yAP'B, conByB®
pertenecientes a C2 ( lo verificaron empleando
la herramienta “comprobar propiedad” —esta
sobre el objeto”).Con lo anterior el problema
estaba solucionado correctamente.

HMAld
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Fig. 97
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Por otro lado, cabe resaltar que cuatro parejas
habian tenido dificultad desde el comienzo de
la actividad porque al trazar las tres circunfe-
rencias concéntricas, al construir un tridngulo
equilatero con dos vértices sobre dos circun-
ferencias respectivamente y al emplear lugar
geométrico notaron que esté no se intersectaba
con la tercera circunferencia y por tanto el trian-
gulo equilétero pedido en el problema no podria
ser construido. Se les pidid modificar el radio
de esa tercera circunferencia para que pudiera
darse la interseccion con el lugar geométrico y
se recomendo analizar posteriormente, con todo
el grupo, ese caso en particular. Una vez que la
mayoria de los grupos habia terminado sus cons-
trucciones y hallado dos soluciones distintas al
problema, se realiz6 la tercera fase del trabajo.
Una pareja voluntaria se ofrecido a exponer a
todo el curso la resolucion del problema. Una
vez terminada dicha socializacidn se les planted
que indagaran y sustentaran cuando el problema
propuesto carecia de solucion y si era posible
que tuviera solucion Unica.

Cada pareja retomo la construccion que habia
realizado y comenz6 a ampliar y reducir el
tamaifio de las circunferencias. Algunas parejas
se percataron que la cuestion radicaba en una
relacién que debia existir entre los radios de
las mismas, trazaron y midieron los respectivos
radios de C1 , C2 ,C3 ( R1, R2y R3). Hubo
dos parejas que vislumbraron la respuesta
correcta, notaron que cuando la suma de R y
R2 era menor que R3, el problema carecia de
respuesta y que cuando R1+R2 era mayor que
R3, el problema presentaba dos soluciones
distintas, deduciendo que cuando R1+R2 = R3
deberia presentarse solucidén unica. Después
de varios intentos infructuosos de lograr dicha
solucién, mediante la ampliacion y reduccidon
de los radios, optaron por construir las tres
circunferencias concéntricas con tales condi-
ciones especificas (R1+R2 =R3) y lograron
verificar su hipdtesis.
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Para el caso en el que el problema carece de
solucion simplemente trazaron las tres circunfe-
rencias concéntricas de tal manera que R1+R2
<R3 y verificaron, trazando los lugares geomé-
tricos respectivos (uno cuando A E C3 perma-
necia inmovil y arrastraban B que pertenecia
a C2 y el otro cuando B permanecia inmévil y
arrastraban A). En ambos casos dichos lugares
geométricos no se interceptaban con Cl1.

r3=1.60cH
p-2= ESTE TEXTO

rl=u.480cm

Fl+r24r3
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Fig. 99

Una vez terminadas las respectivas socializa-
ciones y la puesta en comun de los casos de
solucion Unica y ninguna solucion, se dio por
terminada la actividad propuesta.

Conclusiones

» Lamayoria de los estudiantes, el 90 %, pudo
solucionar con €xito el problema propuesto.

PRIMERAS EXPERIENCIAS DE AULA CON TECNOLOGIA DE DOCENTES DEL PROYECTO

Se aprovechd al maximo el potencial que
ofrecen ciertas herramientas del Cabri:
arrastre, traza, macros y lugar geométrico.
Dicho programa se posiciond como un exce-
lente socio cognitivo que facilita y potencia
la construccidn y apropiacion de multiples
saberes matematicos.

» La actividad propuesta dio al estudiante la
posibilidad de aprovechar la visualizacién
de las construcciones dinamicas que reali-
zaban sobre la pantalla. Dicha visualizacion
se volvid operativa al poder explorar tales
construcciones a la vez que lo proveia de
multiples oportunidades de conjeturar, hacer
predicciones, controlar variables, verificar
propiedades y relaciones, validar hipotesis.
Las principales herramientas para poten-
cializar tal visualizacion reposaban en el
arrastre de puntos libres y la traza correspon-
diente a la trayectoria que describe un punto,
herramientas que permitian “ver” una rela-
cion especifica o un lugar geométrico deter-
minado. Toda esta experimentacion propicio
la interaccion concreta del estudiante con los
objetos geométricos, facilitando la construc-
cion del conocimiento y especificamente el
acercarse con €xito a la solucion del problema
planteado.

5.8 Construccion de triangulos
isosceles

Profesoras: Gloria
Lozano

Institucion: Colegio Distrital Republica de

Costa Rica, Bogota, D.C.

Sexto.

Agudelo y Lorenza
Grado :
Descripcion:

Se propone un ambiente de situacion problema
en el que se exploran condiciones geométricas
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especificas parea generar tridangulos escalenos e
isosceles.

Enunciado:
Parte A

Dado un segmento AB, ubicar un punto P fuera
de €l, de tal manera que al unirlo con segmentos,
a los extremos de Ay B, se forme un triangulo
escaleno.

Parte B

Dado un segmento AB, ubicar un punto P fuera
del segmento, de tal manera que al unirlo con
segmentos a los extremos de Ay B, se forme
un tridngulo isosceles y contintie siéndolo aun
después de mover el punto P o el segmento AB

Algunos resultados:
Parte A

Algunos nifios no estaban muy familiarizados
con el concepto de segmento. Otros estudiantes
aportaron la definiciéon como “porcidén de una
recta”. En la calculadora rapidamente encon-
traron el objeto segmento, el cual utilizaron sin
mayores dificultades ya que las condiciones
requeridas para esta situacion eran minimas.

Los estudiantes inicialmente construyeron un
segmento, lo etiquetaron con las letras A y B
y ubicaron un punto en cualquier parte de la
pantalla. Unieron con segmentos este punto con
los extremos del segmento inicial y midieron.
Al preguntarles por qué consideraban su cons-
truccién como un triangulo escaleno, su argu-
mentacion se bas6 en la visualizacidon: “se ve
que un lado es mas largo que el otro”, pero al
insistirles sobre otra manera de comprobarlo,
utilizaron la herramienta medicion de la calcu-
ladora. Para este caso la medicion es suficiente
argumento de validacion
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Algunos nifios tuvieron dificultad para partir
de las condiciones dadas: un segmento y un
punto. Al segmento inicial le acondicionaron
otros dos segmentos hasta formar un tridngulo,
desconociendo el punto que debian construir
(ver figura 1). Esto debido quizas a la nociéon
que tenian de tridngulo y que declararon como
“poligono de tres lados o segmentos”. Para
ellos sélo es posible construir el tridngulo con
tres segmentos y no a partir de un segmento y
un punto. Esta situacion la interpretamos como
resultado de la pobreza representacional que
los estudiantes han utilizado anteriormente para
dibujar tridngulos.

También se dio la tendencia de confundir los
nombres escaleno con isdsceles y asi mismo
las definiciones “el tridngulo escaleno tiene dos
lados iguales y uno desigual”. También ocurri6
lo contrario “ el tridngulo isdsceles tiene sus
tres lados distintos” . Esta confusién puede ser
debida a que las definiciones las aprenden de
memoria y poca oportunidad que tienen de apli-
carlas en construcciones.

segmento segmento
B
A seqmento
Fig. 100

Finalmente se logro resolver el problema plan-
teado. Casi la totalidad de los estudiantes afirmé
que: “ para obtener un triangulo escaleno se
debe ubicar un punto en cualquier parte de la
pantalla”.

Resolver este problema fue sencillo, debido a
que las condiciones para hacerlo eran minimas.



La prueba de arrastre permitio evidenciar que al
ubicar el punto en cualquier parte de la pantalla,
facilmente se podia construir un tridngulo de
diferentes medidas en sus lados. No se trataba
de mostrar la invariabilidad sino la variabilidad,
lo cual ocurrio.

Parte B

Al igual que en el problema anterior, algunos
estudiantes optaron por construir un tridngulo
con segmentos, midieron dos de ellos y los
movieron hasta que las medidas coincidieran,
después ubicaron el punto P en un vértice. Pero
al pedirles que lo sometieran a la prueba de
arrastre, se perdio la igualdad de las medidas.
Se solicit6 entonces que partieran de las condi-
ciones dadas: un segmento y un punto. Algo
similar ocurrid con otros estudiantes quienes
optaron por la herramienta Tridangulo para
hacer la construccion.

Algunos nifios todavia no aceptaban la posibi-
lidad de experimentar geometria en la calcula-
dora. Se esforzaron entonces en imaginar la
situacion, que mentalmente requiere de objetos
geométricos y que por ultimo los llevé a
comprender que la calculadora es el medio que
les permite reproducir sus imagenes.

Para algunos estudiantes la nocioén de variacion
a partir del movimiento se constituye en un nivel
de dificultad alto. Cuando trataron de construir
un tridngulo isdsceles con medidas distintas
al primero, no lo hicieron a partir del mismo
segmento y punto, sino que construyeron otro
triangulo independiente, utilizando segmentos.

Otras parejas de estudiantes lograron acercarse
a la solucion del problema por métodos un tanto
informales. Una de ellas, caracterizo la ubica-
cion del punto como aquel que debia estar “
Arriba del segmento, y como en la mitad”, pero
pensaron en un solo tridngulo y no en la posi-
bilidad de utilizar un punto externo movil con
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ciertas restricciones para obtener una familia
de triangulos isdsceles. Estos estudiantes no
plantearon la construccion del tridngulo en
términos de objeto geométrico, sino de dibujo.
A pesar de la limitacion del aporte, se consti-
tuy6 en elemento importante para avanzar en la
solucion del problema.

Otra pareja agregd a la idea de mitad, como
habia que mover el punto P, “se mueve hacia
arriba en linea recta , porque para otros lados
se cambian las medidas”. Curiosamente en vez
de utilizar la herramienta recta de Cabri, utili-
zaron una regla de madera sobre la pantalla para
ejemplificar el movimiento alineado del punto.
Combinaron dos tecnologias, lo que permite
afirmar ain hay dependencia de los estudiantes
de tecnologias no dinamicas para ciertas situa-
ciones geométricas. Pero ellos lograron avanzar
todavia mas: ““ el movimiento en linea recta del
punto P, tiene que ser por la mitad del segmento
y seguir derechito”.

Al solicitarles que se valieran de alguna herra-
mienta para representar lo que decian, utilizaron
vector. Esta caracterizacion que los estudiantes
hicieron del movimiento del punto P, se consti-
tuyd en un acercamiento intuitivo al concepto
de Mediatriz, herramienta necesaria para cons-
truir una familia de tridngulos isdsceles a partir
de las condiciones iniciales dadas. (Ver figura
101). La calculadora y especificamente el
programa Cabri, se consolidé como un instru-
mento mediador importante para este descubri-
miento a través de su dinamismo.

FI
2,80 cm 2,80 cm
C 296 cm D
Fig. 101
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Al hacer la socializacién de las experiencias,
y ante la pregunta formulada por el profesor:
(Donde ubicar un punto P para que unido a
los extremos del segmento AB forme un trian-
gulo isdsceles?, los estudiantes respondieron
en forma generalizada “en toda la mitad del
segmento por fuera del segmento”.

Algunas parejas presentaron sus construcciones
que no necesariamente apuntaban a resolver
el problema, pero que permitié aclarar nueva-
mente la diferencia entre recta y segmento.

Finalmente un estudiante a su manera y con un
lenguaje informal establecid las condiciones
que el punto externo y mévil debia reunir: “este
punto, al moverlo hacia arriba y utilizando la
huella de Cabri, dejaba un camino recto que
para mantenerse asi debia partir del punto
medio del segmento”. De esta manera el trian-
gulo isdsceles que se construyd mantendria esta
caracteristica (Ver figura 102).

3.20 cm
3.20 cm
B
A
1.54 cm
1,54 cm

Fig. 102

Los conceptos de perpendicular, punto medio
y mediatriz no fueron abordados por los estu-
diantes de manera directa para solucionar el
problema, debido a que no se habian trabajado en
clase, ni en otros cursos anteriores. Sin embargo,
el planteamiento informal que hicieron, permitio
obtener una idea intuitiva de estos a partir de la
experimentacion realizada en la calculadora. La
ejecutabilidad del instrumento mediador y parti-
cularmente la Traza aplicada al punto externo,
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permitié una nueva representacion del concepto
Perpendicularidad distinto al relacionado con
las medidas de los angulos que se forman entre
el segmento y la recta. Estas experiencias movi-
lizaron entonces de una manera muy particular
el procesamiento cognitivo de los estudiantes
ante los obstaculos no previstos por el profesor
en la planeacion de la situacion.

Se sugirio que se utilizara la herramienta recta
perpendicular y Punto medio de Cabri para
trazar el camino caracterizado por ellos. Quedd
pendiente la utilizaciéon de la herramienta
Mediatriz, que por la premura del tiempo, no se
alcanzd a utilizar ni a sugerir.

De esta manera se concluy6 la primera parte de
esta experiencia.

La siguiente es la respuesta dada por uno de
los grupos a la pregunta: ;Donde ubicaron al
punto P?

“Hicimos un segmento y fuera del segmento en
la parte baja pusimos el punto P, que al unir
el segmento con el punto P quede un triangulo
isosceles con la mitad del triangulo trazamos
un vector del punto P hacia arriba del punto P
al segmento”.

Otra pareja explicod: “Ubicar el punto en todo
el centro del segmento pero separado de él un
poco arriba y luego unirlos”.

Ante la pregunta ;Se puede construir un trian-
gulo isosceles a partir del mismo segmento?,
respondieron: “Lo primero que hice fue hacer un
segmento y luego busque en F4 un icono que se
llama punto medio, este lo utilice en el segmento
y marco la mitad con un punto, arribita de ese
punto coloqué otro y luego elegi segmento en F2
v los uni luego lo fui cambiando con la manita y
quedo el isosceles”. Estas respuestas confirman
el acercamiento intuitivo que de los conceptos
de perpendicularidad, punto medio y mediatriz



hicieron los estudiantes. Lo cual ya fue anali-
zado anteriormente.

Conclusiones:

* La principal dificultad que segun nuestro
criterio ocasiond que la solucidn tardara en
llegar, fue la organizacidon que se hizo de los
temas en el programa de geometria. Se penso
que habiendo visto la nocion de tridngulos
y su clasificacion, los estudiantes estarian
en capacidad de construir tridngulos esca-
lenos, isosceles y equilateros. Pero ya sobre
la acciéon comprendimos que para construir
un tridngulo isdsceles se requeria de cono-
cimientos previos tales como: punto medio
de un segmento, rectas perpendiculares y
congruencia de segmentos, conceptos que
no se trabajaron con los estudiantes por lo
menos en el afio en curso y al parecer tampoco
en cursos anteriores, ya que los alumnos
mostraron no tener algun conocimiento. Esto
hizo que el tiempo para el desarrollo de la
experiencia fuera mayor al previsto.

* Algunos estudiantes tienen muy arraigada la
idea de imagen geométrica, es decir, existe
solo una figura, por ejemplo tridngulo isos-
celes, que es la imagen elaborada inicial-
mente. Para formar otra que cumpla las
mismas condiciones se tiene que hacer una
nueva construccion. Esto es el producto de
trabajar la geometria a partir de dibujos en
donde las figuras no se relacionan entre si,
por lo tanto no se caracterizan las propie-
dades de los objetos.

= El profesor, a pesar de tener alguna expe-
riencia en el disefio y desarrollo de situa-
ciones problema como estrategia didéactica en
la clase de matematicas, planed la clase espe-
rando que los estudiantes rapidamente encon-
traran la solucion utilizando como recurso
recta perpendicular, y al no ocurrir esto, se
produjo cierta angustia y sentimientos de
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fracaso por no haber conseguido que los estu-
diantes formalizaran el concepto de manera
tradicional. Sin embargo, la sistematizacion
de la experiencia y la reflexion sobre ella
rescataron nuevamente el trabajo realizado y
el sentimiento de éxito, permitiendo apreciar
que los estudiantes utilizando la calculadora
como socio cognitivo, habian producido una
conceptualizaciéon de perpendicularidad y
mediatriz distinta a la convencional.

La mediacion instrumental de la calculadora,
para el caso particular de la construccion de
una familia de tridngulos isosceles a partir
de un segmento y un punto externo, conduce
a la necesidad de organizar el curriculo de
matematicas de manera mdas coherente y
menos fragmentada. En nuestro colegio era
usual abordar tematicas en un orden rigido:
punto, recta, plano, angulos, tridngulos, poli-
gonos, etc. y aunque se han venido haciendo
variaciones en la organizacion de los
programas especialmente en el de geometria,
¢stas han sido hechas a partir de las creen-
cias del docente respecto del conocimiento
de los estudiantes, sin tener en cuenta o por
lo menos realizado una pequefia aproxima-
cion mediante diagnostico sobre los conoci-
mientos previos que ellos poseen.

5.8 Argumentacion en torno a una

figura

Profesor:  Néstor Castro Granados (Grupo

Quindio)

Institucion: Institucion Educativa Ciudadela

Henry Marin Granada, Circasia,
Quindio

Grado: Noveno
Descripcion:

A partir del reconocimiento perceptual de las
relaciones geométricas presentes en dos figuras
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se intenta que los estudiantes descubran la rela-
cion pitagorica.

Enunciado:

| £
/Qué relacién matemdtica se muestra en la [-= =

siguiente figura (Ver Figura 103)?

| F ] Y4 G TFiem Ty [FE™T)
- r " | - T-'T.,-"'AT._.I-:T{—
[ ——
1
[RLIL DEG RUTO FUME
Fig. 103

Aspectos del disefio:

A cada estudiante se le entregd una guia de
trabajo con la siguiente informacion:

La construccidn basica que nos dara una ayuda
visual para interpretar la situacién problémica
que plantearemos mas adelante, la pueden hallar
abriendo el archivo pitag02 que se encuentra en
la calculadora. Aldesplegar el contenido de este
archivo se obtiene la configuracion que aparece
en la figura anterior.

El contenido de la construccion es relativa-
mente sencillo de describir: dos figuras geomé-
tricas formadas por otras figuras geométricas
y un segmento con un punto resaltado en la
parte superior izquierda. Las figuras son el
tema central de nuestro problema, el segmento
y el punto son herramientas que sirven para
argumentar las soluciones dadas al problema
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planteado, pues la animacién del punto genera
diferentes posiciones de las figuras. (figura
104)

B——

MAIN DEG AUTO FUMC

Fig. 104

Se espera que ustedes encuentren la relacion
existente entre las figuras. Se debe justificar
la solucion o las soluciones encontradas por el
grupo y estar dispuestos a argumentarlas ante la
plenaria del grupo.

Algunos resultados

La actividad se realiz6 con los estudiantes del
grado 9° A, quienes han trabajado la geome-
tria con la mediacidn de las nuevas tecnologias
durante cerca de tres afios. Las actividades
pedagdgicas de este proceso estdn determinadas
por talleres que se deben desarrollar en equipos
de trabajo y que orientan las actividades en
clase, bajo los siguientes parametros:

a) Exploracion libre de los estudiantes: Es la
parte inicial de la actividad donde los equipos
de trabajo, con la calculadora y el taller tratan
de interpretar y plantear soluciones a la situa-
cion planteada.

b) Exploracidon guiada: Es la intervencion del
profesor que se realiza en los equipos de trabajo
donde sea necesario, sugiriendo, canalizando
ideas y en forma general asesorando pero, sin
plantear una posible solucion.



¢) Exposicion de soluciones: Es la plenaria
donde se expone en forma oral y escrita
las conclusiones de cada equipo, es en
este momento cuando se debatan las dife-
rentes conjeturas planteadas, se refutan o se
prueban las soluciones dadas a la situacion
propuesta.

d) Puesta en comun: Es el resultado del trabajo
de todo el grupo, con la moderacion y asesoria
del profesor.

Inicialmente, los estudiantes trataron de inter-
pretar la situacién planteada y se hicieron
preguntas como: ;Qué tipo de relacién se
presenta entre las figuras proporcionadas por
el problema? ;Se puede hablar de una igualdad
entre ellas? ;Se puede obtener la misma figura a
partir de las figuras geométricas internas (tridn-
gulos y cuadrados)? ; Los tridngulos rectangulos
son iguales? ;Los supuestos cuadrados si son
cuadrados?

Indudablemente el motor que impulsé la solu-
cion de estas preguntas y el surgimiento de otras
preguntas fue la animacion de las figuras.

Se utilizaron dos posiciones fundamentalmente:
el punto medio y los puntos extremos sobre los
lados de los cuadrados como referentes para
justificar las soluciones.

MAIN DEG AUTO FUMC
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Fig. 105

En este contexto los estudiantes empezaron a
formular las primeras ideas:

Estudiante N° 1: “Yo creo que el “marco” de las
figuras es igual”.

Ante esta afirmacion surgieron dos preguntas:
(Qué debemos entender por “marco”? y ;Coémo
probar que los dos “marcos” son iguales?

El estudiante explicd a sus compafieros como
el “marco” era la figura exterior, la cual ya
habia sido sefialada como un cuadrado por
varios de ellos. Para la segunda pregunta argu-
mentd su respuesta basado en la animacion de
las figuras: “Si miramos las figuras cuando el
punto de animacion esta al principio o al final
del segmento, éstas se convierten en la misma
figura: el cuadrado”.

En este cado vemos que la justificacion del
alumno sale de la experiencia, de la geometria
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dinamica que le proporciona la calculadora, la
animacion de las figuras es el motor de su argu-
mentacion. Se tiene un primer nivel de argu-
mentacion, que es basico para alcanzar niveles
posteriores de argumentacion.

Estudiante N° 2: “Una forma de demostrar que
ambas figuras son iguales es creando un espejo
o simetria axial y comparar el reflejo de las
figuras para saber si son iguales o no”.

Si a la figura de la derecha le hallamos su simé-
trico con respecto a una recta vertical y luego la
trasladamos sobre la primera figura, se puede
observar que coinciden completamente.

Sugerencia muy importante no solamente por
el enlace con conceptos ya estudiados anterior-
mente, sino porque su exposicion desencadend
otras suposiciones en la misma direccion. Varios
equipos de trabajo partieron de la sustentacion
hecha por este estudiante, cuya argumentacion
es esencialmente empirica.

Br pas Pmein . se Aemerrons fee Gmdad
{".u-u.rnr Sl ey [ ] o L i Jicas
o TomeTroy ARG g | Moeaogcod el

- P =! (efipge  oe  mg, P ﬂL"‘ﬂl

1T W E=A 0O s

e

e

K

.quglal

o

8%

Texto original del estudiante

Estudiante N° 3: “Construi un triangulo igual
al que aparecen en las dos figuras, lo traslade
v caso con los demas, halle su darea y también
dio lo mismo”.

A partir de esta construccidon muchos estu-
diantes pudieron deducir facilmente que el
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cuadrado interior de la figura n° 2 est4 formado
por cuatro triangulos rectangulos iguales, que
los cuatro tridngulos de cada figura son iguales,
que el cuadrado exterior de cada figura esta
formado por ocho tridngulos y ademds que el
que el cuadrado interior de la primera figura
debe ser igual a los cuadrados interiores de la
segunda figura.

Estudiante N° 4: “Uno podria doblar los tridn-
gulos que rodean el cuadrado interior de la
primera figura, como quien cierra un sobre,
vy obtener solamente el cuadrado, el mismo
resultado se obtiene se repite el mismo proce-
dimiento en la segunda figura y ademads el
cuadrado estaria formado por cuatro tridan-
gulos iguales™.

Cuando al estudiante se le pidié una prueba
de este enunciado (una simetria por ejemplo),
considerd que la proposicidon era muy evidente,
pero sin embargo plante6 una haciendo la cons-
truccion en papel. El recurso utilizado por este
alumno para argumentar su respuesta es mas
todo una construccion estética, una aplicacion
mental de los plegados.

Un alumno hizo una construccion, posterior a
la practica, que se puede clasificar en esta clase
de argumentacion: en madera construyd un
cuadrado, en las caras elabor¢ con hilo y plasti-
lina los dibujos propuestos en la practica y en el
punto medio del lado superior, clavo una puntilla
que le permitia girar la construccidn (una repre-
sentacion real de la grafica que obtuvo en la
calculadora, con el punto de animacion en el
punto medio). La rotacion de esta construccion
produce un dibujo animado de la justificacion
hecha por el alumno n° 2.

Esta argumentacidn inicial de varios equipos de
trabajo, fue el soporte de una mejor argumenta-
cion de éstos y el punto de partida de otros.



Estudiante N° 5: “Si suponemos que los cuatro
triangulos de cada figura son iguales, las
figuras restantes también lo son; es decir el
cuadrado grande es igual a los cuadrados
pequeiios juntos’.

Esta conclusién de forma verbal da sefias del
proceso que paulatinamente los estudiantes, han
ido desarrollando en el transcurso de la actividad.
Se puede notar que de aqui a la formulacién
formal de la relaciéon matematica presentada en
las figuras el camino es muy corto.

Al observar la soluciéon planteada por este
alumno, nos encontramos con una posicion
argumentativa diferente, caracterizada por ser
deductiva y utilizar conceptos mas formales
(tridngulos, cuadrados e igualdades); en resumen
es un andlisis mds matematico. “Se asignan
valores de confiabilidad desde una teoria que
proporciona criterios de validacion” (posicion
epistémica tedrica segun Duval). En este mismo
ambito se sitia el alumno N° 3 que con la ayuda
de la calculadora comprob¢ la aseveracion del
alumno N° 5. En este caso la validacion de su
argumentacion estd en la tecnologia. Varios
alumnos hicieron un procedimiento simular al
anterior pero, con diversos valores, con trian-
gulos y cuadrados de areas diferentes, pero
conservando la igualdad planteada.

Estudiante N° 6: “ Yo me di cuenta que los
cuadrados de adentro son iguales porque al
ponerles animacion sus medidas van cambiando
pero, cuando llegan a los extremos quedan dos
cuadrados grandes que empiezan a encogerse,
pero uno se encoge mds rdpido que el otro,
pero le va saliendo otro cuadrado en una de sus
puntas, el otro se encoge mas lento pero solo
es uno.

Tienen en comun que los triangulos de los
extremos del primer cuadrado son triangulos
rectangulos y los triangulos del segundo
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cuadrado también, y a medida que van
cambiando de tamario crecen igual. En el
primer cuadrado dentro de él tenemos otro que
vale ¢, en el otro tenemos dos que valen a’ y b’
que esto es igual a @’ + b’ ="
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Texto Original del Estudiante

Conclusién que pese a la complejidad en su
descripcion y exposicion, fue aceptada por la
mayoria de los estudiantes como una conse-
cuencia logica de todo el trabajo que se venia
haciendo durante el transcurso de la actividad.

Estudiante N° 7: “Lo que nosotros hicimos fue
medir el area del cuadrado grande de la figura
1 mediante letras, lo cual nos dio B*, después
medimos el cuadrado de la figura 2 lo cual nos
dio C?; al final de todo nos dio esto: A°, B*, C°.
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Luego transformamos estos valores a nimeros
lo cual nos dio
A B C

4dem lcem 4.3cm

Luego, medimos el area de estos cuadrados lo
cual nos dio:
A? B’ c?
16cm’ 1 cm’ 17.6 cm?

Luego, sumamos A° + B* y nos dio 17 cm?, lo
cual era casi igual al C? o sea 17.6.
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Texto original del estudiante

Estudiante N° 8: “Podemos demostrar que un
cuadrado es igual a otro, si le damos un resul-

tado a cada lado de un cuadrado que esté en el
interior.

Le hallamos la formula de base por altura que
nos dara como resultado el drea de la dimension
que queremos obtener, también se puede utilizar
la base por altura sobre dos para encontrar un
buen resultado, esto hace una semejanza al
teorema de Pitagoras”.
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Texto original del estudiante

Aunque las tres sustentaciones de los estudiantes
N° 6, 7y 8, son muy similares, tienen origenes
y desarrollos diferentes, veamos:

- Losestudiantes N° 6 y 8, llegaron a la genera-
lizacion después obtener varios valores para
las dimensiones de las figuras, el alumno
N°® 7 comprueba que su generalizacion es
correcta.

- Losestudiantes N° 7 y 8, determinan las areas
de los cuadrados utilizando férmulas, el N°
6 aunque no desconoce las formulas utiliza
mas la ayuda que proporciona la calcula-
dora.

- El estudiante N° 8 emplea el area de los
tridngulos para comprobar que los cuadrados



internos de las figuras son iguales, los otros
dos utilizaron solamente los cuadrados.

Algunas conclusiones de la Actividad

» La actividad desarrollada por los estudiantes

se puede resumir en los siguientes aspectos:
conocimiento preexistente, desarrollo de
la argumentacion, el manejo de diferentes
representaciones y el desarrollo de la fluidez
conceptual; l6gicamente estas estrategias no
se presentan en forma lineal sino en dife-
rentes momentos de la actividad y ademas,
todos los estudiantes no tuvieron que cumplir
el procedimiento completo para llegar una
argumentacion mas formal.

Palabras como: “marco”, “espejo”, “sobre”,
“cuadro”, etc, hacen parte de los conceptos y
conocimientos preexistentes que el estudiante
posee y que utiliza en el momento del apren-
dizaje y que consecuentemente hace parte de
su argumentacion. Asi que una de las acti-
vidades del profesor en la practica consistio
en detectar las concepciones preexistentes y
trabajar con ellas, aprovechar el trabajo en
equipo, las exposiciones de las soluciones y
la puesta en comun para sustituir una serie de
juicios por una nueva palabra o integrarlos
a lados de éstas. En esta situacion la calcu-
ladora juega un papel importante, solamente
con determinar los nombres de los elementos
al aproximar el cursor a ellos: reconocer
un poligono regular de 4 lados o cuadrado
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en lugar de marco o cuadro, segmento en
vez de linea, simetria por espejo, etc. En
este momento es necesario aclarar que este
lenguaje no formal es propio de un porcen-
taje muy reducido de estudiantes, pero que el
desarrollo de la practica permitid detectarlo
y plantear una solucidn.

Durante la experiencia se pudo ver un
manejo cada vez mas depurado del lenguaje
matematico, el uso de la generalizacién, la
transferencia de los conceptos aprendidos
en actividades anteriores y la explotacion de
la potencia que proporciona la calculadora
para escudrifiar en otros ambitos. Cada uno
de estos hechos hacen parte de las manifes-
taciones de la fluidez conceptual y la fluidez
algoritmica que los estudiantes han adquirido
durante el tiempo que han estado en contacto
con las nuevas tecnologias. Una muestra
de esto es la solucion planteada por el estu-
diante N° 2, quien desborda las expectativas
del profesor en cuanto a posibles soluciones
de la situacion problémica; es decir su solu-
cion es inédita y extraida de los conceptos
anteriores y de la manipulacién de la calcu-
ladora. Una segunda muestra de la fluidez
conceptual en la utilizacidon de las formulas
para hallar el area de las diferentes figuras
presentes en la situacion planteada y, aunque
algunos estudiantes emplean la calculadora
para el area, otros manifiestan el conoci-
miento de la teoria respectiva, como el estu-
diante N° 8.



La Geometria Dinamica se coloca a medio
camino entre el mundo sensible (perceptible
por los sentidos), en este caso esencialmente
visual, y el mundo matematico, esencial-
mente abstracto.

La Geometria Dindmica cambia la forma
de la ensefianza de la geometria. Las herra-
mientas tecnoldgicas pueden transformar la
practica docente permitiendo la produccién
de actividades radicalmente nuevas.

La dindmica entre la exploracion y la siste-
matizacion, generada al trabajar con un soft-
ware como Cabri Géometre, favorece en
los estudiantes el desarrollo de una mayor
capacidad expresiva que conlleva mayores
niveles de argumentacion.

La exploraciéon en un medio dindmico se
convierte en un instrumento para reconocer
patrones de comportamiento invariante.

Un uso innovativo de la tecnologia incluye un
primer nivel de comprension de un problema

A MANERA DE CONCLUSION
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que es el visual, pero acompaifiado de instru-
mentos de control que suministran el medio
dindmico como son la medicion y verifica-
cion de propiedades. Esto es muy importante
pues inicia el camino hacia la sistematiza-
cion y verificacion sistematica de los hechos
geométricos. Todo esto desemboca, en una
segunda etapa, en la construccion de demos-
traciones cada vez con un mayor nivel de
formalizacion.

Con lapiz y papel nos quedamos con los
prototipos de las figuras, razonamos sobre
los dibujos (mundo fisico), pero el cuadrado
pertenece al mundo de las ideas. Cabri coloca
un puente entre el mundo fisico y el mundo
de las ideas, en el sentido que permite visua-
lizar los invariantes geométricos al arrastar
las figuras y observar las figuras que se
mantienen bajo el movimiento, visualizando
las caracteristicas que hacen que un cuadrado
sea un cuadrado.
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